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Circuiti quantistici

1.1 Informazioni generali del corso

1.2 Argomenti e motivazione del corso

Nel 1899 la Meccanica Classica (MC) fu messa in crisi dal problema dello spettro
del corpo nero. Nel 1900 Planck riusci a spiegare le nuove misurazioni con l'ipotesi
quantistica, che fu seguita anche nel 1905 da Einstein, per spiegare 1'effetto
fotoelettrico. Dopo pochi anni, la nascente Meccanica Quantistica (MQ) fu ela-
borata e fondata matematicamente: nel 1926 fu scritta l’equazione di Schrodinger.
Nel 1935 il paradosso EPR pose un problema di interpretazione dei risultati finora
ottenuti, di natura prettamente filosofica.

Nel 1964 Bell scrisse delle disuguaglianze con cui rese sperimentalmente verificabili
le conseguenze del’EPR, misurando alcune osservabili di correlazione di sistemi
in stati entangled. Un esempio ¢ dato da misure di correlazione di spin di due
particelle di s = 1/2 in uno stato di singoletto:

1
[¥) = ﬁum + 1)

Cio fu verificato nel 1982 dall’esperimento di Aspect, che mostro la violazione
delle disuguaglianze di Bell, aprendo un’analisi scientifica dei cosiddetti fondamenti
della MQ, ossia i suoi aspetti piu “filosofici”.

Sempre nel 1982 Feynman elaboro la prima idea di computer quantistico, per
risolvere il problema di simulazioni numerici di sistemi quantistici. Tale problema si
rivela infatti estremamente complesso, dato che un qualsiasi insieme di molte parti-
celle in genere si trova in stati altamente correlati, che sono particolarmente difficili
da descrivere. L’idea fu allora quella di usare direttamente sistemi quantistici per
tali simulazioni. Cio porto, nel 1995, alla nascita della teoria dell’informazione
quantistica, con la nozione di qubit. Nello stesso anno, Peter Shor, descrivendo il
comportamento di un computer quantistico tramite le equazioni della MQ, trovo
Iesistenza di un algoritmo per la fattorizzazione in numeri primi in tempo polino-
miale (cosa che non si puo fare con nessun algoritmo classico finora scoperto).
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Tale algoritmo permetterebbe di violare le principali cifrature utilizzate nel mondo
odierno (es. RSA). Una prospettiva del genere porto grandi finanziamenti per la
teoria quantistica dell’informazione, e un intensificarsi della ricerca. Gia nel 1997
fu realizzato sperimentalmente il primo teletrasporto quantistico.

Dagli anni 2000 in poi ¢ stata realizzata sperimentalmente la crittografia quan-
tistica, che non puo essere violata a priori come conseguenza delle leggi fisiche
per come le conosciamo ora (addirittura, un qualsiasi tentativo di intercettazione
provoca I'autodistruzione del messaggio).

Sono poi stati realizzati alcuni primi piccoli computer quantistici, e anche sensori
quantistici (apparati di misurazione che fanno uso di sistemi quantistici). Al giorno
d’oggi disponiamo di computer quantistici con rumore di taglia media, che potreb-
bero essere disponibili tra qualche anno nei centri di supercomputing. Tali apparati
potrebbero consentire di raggiungere la quantum supremacy, ossia la nascita
di sistemi pit potenti di qualsiasi supercomputer classico, potendo eseguire sia
algoritmi quantistici senza corrispettivi classici, sia algoritmi classici in maniera
piu performante (per esempio l'algoritmo di Grover che, come vedremo, permette
un guadagno di una radice quadrata nella complessita di cercare una entry in un
database non organizzato).

Un utilizzo molto importante per i computer quantistici e quello delle simulazioni
(in linea con la prima idea di Feynman), cosa che si sta gia iniziando a fare in
alcuni laboratori.

1.3 Concetti di informazione quantistica

1.3.1 La natura dell’informazione

L’informazione ¢ fisica. Cio pud sembrar ovvio: un testo ¢ fatto di molecole
d’inchiostro su un foglio di materia, i bit sono elettroni confinati in cellette. Tutta-
via, la conseguenza di cio e che l'informazione stessa deve obbedire alle legqgi fisiche.
Manipolare I'informazione ¢ infatti strettamente un processo fisico: € impossibile
separare le operazioni logiche dalla loro effettiva implementazione. Per cambiare
lo “stato logico di un sistema”, ossia 1’informazione che esso contiene, ¢ per forza
necessario utilizzare dei processi fisici.

In particolare la termodinamica, e specialmente il suo secondo principio, deve
valere anche per I'informazione. Ci chiediamo: e possibile estrarre energia utile da
un sistema semplicemente osservandone lo stato, ossia avendo informazione su di
esso? [3] Possiamo collegare informazione e entropia?

Risponderemo a tal domanda con un esperimento mentale, che e pittorescamente
nominato diavoletto di Maxwell. In particolare, considereremo una sua variante,
detta motore di Szilard, che vediamo rappresentato in figura [1.1}]

Consideriamo in [I.1](a) un sistema costituito da due camere comunicanti A e B,
che si trovano in un bagno termico a temperatura 7T fissata. Ipotizziamo che vi sia

Ingegneria
quantistica
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Maxwell’s demon
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Figura (1.1) — Schema del funzionamento del motore di Szilard. In (a) si ha la configurazione
iniziale, a temperatura T fissata. Si pone un pistone a dividere A e B, e dopo
aver misurato la posizione della particella, in (b) si collega una massa m al
pistone, dalla parte in cui si trova la particella. In tal modo, in (c¢) & possibile
sfruttare il moto di quest’ultima per fare lavoro. Ipotizzando che il pistone (e
carrucola e massa) si muovano senza attrito, il motore ha come unico effetto la
produzione di lavoro senza alcuna spesa.

una singola particella P, con velocita o, che effettua urti perfettamente elastici con
le pareti del contenitore.

Se sappiamo che P si trova in B, cio¢ a destra, possiamo posizionare (in maniera
reversibile, senza spendere lavoro) un pistone a separare A e B, collegato ad una
massa m anch’essa posizionata a destra (figura[L.1}(b)). Prima o poi la particella
si scontrera con la barriera, e potremo quindi estrarre energia da essa (dato che
sappiamo in che direzione mettere un peso per farlo sollevare dal passaggio, figura
(©)).

Se la particella si fosse trovata in A, cioe a sinistra, avremmo potuto posizionare
il peso in maniera simmetrica - di nuovo senza alcuna differenza di energia spesa
rispetto al caso precedente - e stavolta sfruttare il movimento di P da sinistra a
destra.

Ipotizzando che il pistone si muova senza attrito, riposizionarlo non consuma alcuna
energia (potremmo pensare ad un sistema di molle che consentano di passare rever-
sibilmente da una configurazione all’altra), e percio abbiamo appena ottenuto una
macchina termica che ha come unico effetto quello di generare lavoro, in completa
violazione del secondo principio della termodinamica.

La situazione si risolve se consideriamo, oltre al sistema di due camere, anche la
memoria dell’osservatore. Per far funzionare il motore, infatti, abbiamo eseguito
una misura di posizione della particella. Cio, in principio, non crea problema -
possiamo pensare che tale misura avvenga in maniera passiva, senza spese - ma
presuppone la possibilita di registrarne ’esito, dato che poi dovremo basarci su
di esso per posizionare la massa m a destra o a sinistra.

Percio, se vogliamo riportare il motore di Szilard allo stato iniziale, per poi ripetere
il ciclo ed estrarre energia, dobbiamo cancellare I'esito della misura precedente. Si
da il caso che tale operazione consumi per forza energia.

L’idea ¢ data dal principio di Landauer. Consideriamo un registro a 1 bit in cui
“salvare” la misura fatta in .(a). Tale registro ¢ un oggetto fisico, realizzato
con un sistema a due stati, che possiamo immaginare come una camera bipartita



da un pistone, con volume V e temperatura T fissati. Vi sono 2 configurazioni
possibili, che corrispondono ai due possibili stati (0 o 1) del bit. Per esempio 0
potrebbe essere associato alla presenza della particella nella cella a sinistra, e 1 in
quella a destra. Avremo allora un’entropia iniziale S; = kg log 2.

Per cancellare il bit eliminiamo la divisione, portando a 1 il numero di stati, e
quindi 'entropia S; a 0. Abbiamo quindi una variazione AS = —kplog2.
Applicando allora il secondo principio della termodinamica, si ha che AS,, =
ASamp + ASsyse > 0, dove per ambiente intendiamo il bagno a temperatura 7,
mentre la ASg,s ¢ stata appena calcolata.

Tuttavia, per una riserva termica infinita (percio sempre all’equilibrio) possiamo
usare la formula di Clausius, e quindi:

Qamb

ASamb = T

Ne deriva che cancellare il bit richiede uno scambio di calore con la sorgente, e
quindi una dissipazione:

Qamb Z kBT 10g 2

Applicando allora il primo principio della termodinamica, affinché 'energia del
sistema non cambi (per poter rieseguire il ciclo), si avra @ = W, e percio la
cancellazione del bit richiede una spesa energetica che al minimo e:

AE = kT log 2

In altre parole, ¢’¢ un limite minimo all’energia spesa per una singola computazione
irreversibile (come la cancellazione di un bit).

1.3.2 Definizioni di base

Possiamo schematizzare un computer come un oggetto che dato un input (condizio-
ne iniziale), costituito da un sistema fisico opportunamente preparato, lo trasforma
tramite un processo fisico cambiandone lo stato logico (ossia le informazioni in esso
codificate), e generando cosi un sistema che, una volta misurato, produce un output
(risultato).

Un computer quantistico segue lo stesso schema, usando pero per gli stati delle
funzioni d’onda. Avremo quindi uno stato iniziale |1;,), che subisce un’evoluzione
temporale tramite 'operatore U = exp (—%tH ), giungendo ad un output [Y,,:) =
U |¢in). Per poterlo usare, tuttavia, dobbiamo effettuare una misura, che selezionera
solo uno dei possibili esiti codificati da [iy). Percio, 'algoritmo quantistico deve
far si che l'esito desiderato possa essere estratto in maniera efficiente dalla funzione
d’onda finale, cosa che in genere ¢ un problema complesso.
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output output

[0 1001020 éééé)é)éﬁwomzwm

processo fisico Operatore
(cambia lo stato) unitario U

Computer quantistico

stato quantistico [)

Computer classico

| (|] l) |1 |1 |1 (|) | oggetto fisico
(preparazione) ,
input input

Figura (1.2) — Schema a blocchi di un computer classico o quantistico

Tuttavia, nel processo fisico possiamo usare tutte le possibilita offerte dalla MQ,
come 1'entanglement, il principio di sovrapposizione, il teletrasporto... con una
grave limitazione: non ¢ possibile creare una copia esatta di uno stato senza
distruggere 'originale (no cloning theorem).

Strettamente collegato al concetto di computazione si trova 1'idea di comunica-
zione.

Per comunicazione classica si intende il trasferimento di informazione da un
mittente (Alice) e un destinatario (Bob), attraverso un determinato canale. Cio ¢
realizzato tramite un sistema in grado di trasferire bit di informazione (dato che
un qualsiasi stato logico classico puo essere scritto come un’opportuna sequenza di
Oel).

Nuovamente, la comunicazione quantistica segue lo stesso schema, ma questa
volta si trasferisce una funzione d’onda |¢)) tramite un canale quantistico, per
esempio attraverso fotoni. La maggiore liberta offerta della MQ offre possibilita
piu ampie rispetto a quelle permesse dalla MC, come la crittografia quantistica,
il trasporto di piu informazione di quella classicamente permessa, il teletrasporto
quantistico...

Comunicazione classica Comunicazione quantistica
Alice Bob Alice Bob
011010... |1)
Canale classico Canale quantistico

Figura (1.3) — Schema di una comunicazione classica o quantistica

Tramite sensori quantistici ¢ possibile poi effettuare misure con target ben piu
piccoli, superando i limiti delle ampie medie temporali propri dei sensori classici.
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1.4 Modello di calcolo a circuiti

1.4.1 Calcolo classico deterministico

Il modello di calcolo comunemente utilizzato nei computer si basa sul computare
funzioni da n-bit a m-bit:

f:{0,1}" — {0,1}™ (1.1)

dove 0 e 1 sono rappresentati come stati distinguibili di un opportuno sistema
classico.

Una computazione ¢ schematizzata da linee che codificano lo stato di un bit, su cui
si opera tramite porte logiche.

ZD—ZD* ZD—ZDF

NAND

%DD

XOR XNOR

Figura (1.4) — Schemi delle principali porte logiche

Si puo dimostrare che qualsiasi computazione del tipo (|1.1)) puo essere realizzata
come una combinazione di alcune porte logiche fondamentali, che ora specifi-
chiamo.

Partiamo dalle porte logiche a 1 bit. In tal caso abbiamo due sole possibilita:
identita e not.

Buffer | Not
a a |a a
0 O 0 1
10

Tabella (1.1) — Tabella di verita per not (a) e identitd (buffer)

D’altro canto, le porte logiche fondamentali a 2 bit sono and e or.

12



a

— O = O |T

A
0 0
0 0
1 0
1 1

— = RO
OH»—‘O@

Tabella (1.2) — Tabella di verita per and a Ab=ab, or aVb=a+bezora®b

Due altre possibili operazioni sono il copy (copiare I'informazione) e lo swap (lo
scambio di due stati):

copy swap

Figura (1.5) — Schema del funzionamento delle porte logiche copy e swap

Un set uiniversale classico, ossia 'insieme di operazioni logiche necessarie per
eseguire una computazione logica generica, ¢ dato da and, or, not, copy. Si puo
dimostrare che un set minimale ¢ costituito da copy e una scelta tra nand e nor [6].

Notiamo che alcune di queste operazioni sono irreversibili, cioe dallo stato finale
non ¢ possibile risalire con univocita allo stato iniziale (es. per or e and input e
output non sono in relazione biunivoca). Cio & problematico, perché la MQ agisce
in maniera unitaria e reversibile, e quindi di certo non e possibile trovare le porte
logiche quantistiche per semplice trasposizione. Inoltre, come gia accennato, non e
possibile effettuare 'operazione di copy in MQ.

1.4.2 Calcolo quantistico

L’analogo quantistico di un bit classico ¢ detto qubit, per cui si intende un set di
due possibili stati (quantistici) distinguibili: fondamentale |0) ed eccitato |1).

10)

)

Figura (1.6) — Come nel caso classico, rappresentiamo i qubit come linee, che saranno
opportunamente collegate agli input delle porte logiche

Dal principio di sovrapposizione della MQ deriva immediatamente la possibilita
di creare stati senza analogo classico. Infatti, un generico qubit ¢ dato da una

13

Irreversibilita
delle porte logiche
classiche



superposizione dei due stati possibili:
W) = ap|0) + a1 |1)  ag,a1 € C,laol® + |ai]? =1
Equivalentemente, riscrivendo «q e «; come fasi, otteniamo ’espressione:
|w>:cosg|0)+singew|l> 0<<m0<p<m

Tale espressione ha un’interpretazione geometrica come un vettore unitario nella

sfera di Bloch (figura[L.7).

0} + 4|1}
)Y |,7,
V2

Figura (1.7) — Rappresentazione grafica della sfera di Bloch

Nota: Ricordiamo che moltiplicare per un numero complesso (o, nel caso norma-
lizzato, per una fase globale) non modifica lo stato. In altre parole, |¢) e €™ |1))
rappresentano lo stesso identico stato - nel senso che misure di qualsiasi osservabile
risultano in entrambi i casi negli stessi risultati.

Matematicamente cio significa che gli stati di sistemi quantistici sono piu precisa-
mente raggi vettori, ossia elementi in un opportuno spazio proiettivo (PH).

Ci chiediamo: quanta informazione (in senso classico) racchiude un qubit? Abbiamo  Informazione in
due possibili risposte, in contraddizione tra di loro: un qubit

e Un qubit ¢ I'analogo quantistico del bit, e quindi racchiude la stessa quantita
di informazione

e Un qubit € univocamente definito da due numeri complessi, o da due
angoli 0, ¢, che hanno “infinite cifre” e quindi possono codificare infinita
informazione. Per esempio potremmo scegliere (in rad) # = 0.10010... e
codificare nelle infinite cifre decimali un qualsiasi messaggio in binario.
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In realta, in pratica per produrre un output dovremo effettuare una misura sul
qubit, che avra due soli possibili risultati: |0) o |1). L’informazione sullo stato puo
essere ricavata solo da un grande insieme di qubit perfettamente identici, sui quali
possiamo fare tante misure e, con tecniche di tomografia quantistica, ricostruire,
almeno in principio, gli esatti coefficienti della |¢)) originaria. In particolare Iinfor-
mazione estratta sara proporzionale al numero di misure effettuate, ritornando cosi
ad un caso equivalente ad un sistema classico di molti bit.

Vi ¢ comunque un vantaggio a tutto cio: i numeri complessi che definiscono la
|1)) sono disponibili durante il processo quantistico - cioé in ogni istante che
precede la misura - e quindi possono influenzare la sua evoluzione. In altre parole,
computazionalmente ¢ “come se avessimo piu informazione disponibile”, anche
se, alla fine, siamo costretti a scartarne la maggior parte, estraendo un risultato
“condensato”.

Un computer quantistico si basa allora sull’inizializzare opportunamente un
certo numero di qubit, che poi si evolvono in modo unitario attraverso opportune
porte logiche.

CLD

Figura (1.8) — Schema di un computer quantistico, dove I'input consiste in 4 qubit inizializzati
a |0)

Ad un certo istante dell’evoluzione, il computer quantistico si trova in un generico
stato 1), che consiste nello stato di n qubit, dato da una delle possibili combinazioni
lineari (con coefficienti Wz) dei prodotti tensori degli stati ;) = {]0),|1)} dei
singoli qubit:

|¢> = Z Vas a0, an <@ |az>> =

—
67

= Z \I]alv“'aa]\] |O[1, e ,O[N>

—
a

dove i coefficienti W5z € C sono opportunamente normalizzati:
> s =1
a

Utilizzeremo spesso la notazione sintetica:

@ i) = |aa) Jag) ... Jan) = |aq, ..., an)
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Nota: in informazione quantistica supponiamo sempre di avere a che fare con
qubit che sono distinguibili tra loro, e quindi non avremo problemi di statistica
fermionica/bosonica (che comunque iniziano a essere esplorati da alcuni studi
attuali).

Nella pratica non ¢ per nulla semplice poter realizzare questi stati. |0) e |1) di un
singolo qubit sono in genere separati da una piccolissima quantita di energia, che
puo trovarsi nel range delle particelle del bagno termico in cui si trova il sistema.
In altre parole, effetti termici possono modificare lo stato di input, rendendolo inu-
tilizzabile. Ecco perché i computer quantistici sono realizzati in sistemi controllati
tramite avanzate tecniche criogeniche.

Analogamente al caso classico, si puo dimostrare che un qualsiasi operatore
quantistico O che agisce su n qubit puo essere scomposto come I'azione combina-
ta di opportune porte logiche quantistiche fondamentali. In genere, trovare
tale combinazione non € pero un problema banale - spesso si hanno solo risultati di
esistenza, o bound sul numero di gate necessari.

T _ d

i I ]

(a) (b)

Figura (1.9) — Un qualsiasi operatore O (a) che esegue una certa operazione su n qubit puo
essere scomposto in una serie di porte logiche fondamentali (b) opportunamente
collegate che svolgono la medesima operazione.

1.5 Porte logiche quantistiche

Nella seguente sezione ci occuperemo di esaminare le principali porte logiche
utilizzate in computazione quantistica.

1.5.1 Porte a 1 qubit

Le porte a 1 qubit sono rappresentate da matrici unitarie 2 x 2, di solito espresse
nella base computazionale {|0),|1)}. Nella notazione matriciale ricordiamo che:

Gia nel caso a 1 bit vi sono porte senza alcun analogo classico, che offrono quindi
una maggiore liberta nelle manipolazioni di stati logici.
Un primo esempio ¢ dato dalla porta di Hadamard, la cui rappresentazione
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matriciale ¢ data da:

e il cui elemento circuitale e rappresentato come:

H

Hadamard (H)

Facendola agire sugli stati della base, tramite un prodotto di matrice per vettore,
otteniamo la sua tavola di verita:

H10) = j§<ro>+\1>> — |4),
H|1) = (o) — 1)) = |-,

V2

L’azione di H puo essere schematizzata come un passaggio dalla base degli autostati
dell’operatore o, (che possiamo far coincidere con i |0) e |1) della base computa-
zionale) a quella dell’operatore o, {|+),|—)} (I'equivalente di una rotazione, se
fossimo nel comune spazio cartesiano in d = 3)[1_1

Unitarieta. Come affermato, tutti i gate quantistici fondamentali sono unitari,
ossia rappresentati da matrici unitarie (e hermitiane). Nel caso dell’Hadamard cio
significa che H = H' = H~!, e quindi:

H|0) = [+), = H|+),=10);  H[)=|-),=H|=), =)

Un’altra porta quantistica fondamentale (e senza analogo classico) ¢ quella che
“aggiunge una fase relativa”, detta di phase-shift:

ro- (2 5)

R.(6) [¢) = cosg 10) + i@+ Sing m

che agisce come:

ed e rappresentata nei circuiti mediante il simbolo:

)
°

Phase shift (R,(d))

1ui le 0; indicano le matrici di Pauli.
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Si dimostra, come verificheremo pit avanti, che un generico stato |¢) di un
singolo qubit puo essere ottenuto partendo da |0) applicando una successione di
porte logiche a 1-bit:

9) = R (5 + ) HE.(0)H |0)

Porte logiche classiche. Le porte logiche classiche a 1 bit, essendo reversibili,
possono essere adattate naturalmente al caso quantistico. In particolare il buffer e
descritto da una matrice identita, mentre il NOT si ottiene “invertendo” le colonne

(e righe) di I:
BUFFER = L0 _ I, NOT = 0 1) _ s
01 10

1.5.2 Porte a 2 qubit

Un generico stato di 2 qubit & una combinazione di 4 possibili stati (in generale, n
qubit sono combinazioni di 2" possibilita):

1) = a0 |00) + a1 [01) + ag [10) + a1 [11)

con la normalizzazione:
3
S an>=1 a, €C
n=0

dove n va da 0 a 3 e “codifica” le 4 possibilita dei due indici binari (0 = 00, 1 = 01,
2 =10, 3 = 11). Useremo spesso questa “notazione mista” poiché la forma in
binario ¢ utile per riconoscere immediatamente a quale autoket si riferisca un
certo coefficiente, mentre quella decimale ¢ comoda per gli indici delle sommatorie.

La base computazionale {|00),|01),]10),|11)}, in notazione matriciale, ¢ data
da:

100) = |01) = |10) = I11) =

o O O
o O = O
o = O O
_ o O O

La prima porta logica che analizziamo é detta CNO'T (controlled not) e corrisponde
ad un’operazione su un bit condizionata da un altro bit. In particolare CNOT
esegue un’operazione NOT sul secondo qubit solo se il primo e pari a 1, e non fa nulla
altrimenti (ossia funge da “buffer” se il primo bit & 0). Si tratta di un’operazione
di not “controllata”; dato che viene “accesa” solo se il bit di controllo ¢ pari a 1.
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In notazione matriciale, usando la base {|00) , |01) , |10}, |11)} gia introdotta, CNOT
¢ descritta da:

10/0 0
cNoT = | 01100
0 0[0 1
0 0[1 0

In questa notazione, le prime due colonne (a sinistra) descrivono il funzionamento
quando il bit di controllo - che & quello pit significativo (= piu a sinistra) nella
notazione binaria - ¢ 0, e le ultime due quando e 1.

Percio gli stati |00) e |01), dove tale bit di controllo & nullo, vengono mandati in
se stessi senza variazioni, mentre per |10) e |11) il risultato si ottiene invertendo il
secondo bit (quello meno significativo nella notazione binaria).

Possiamo schematizzare il comportamento usando un analogo delle tavole di verita
classiche (tabella , ricordando pero che lo stato iniziale (con bit di controllo
indicato con ¢ e secondo bit con a) puo essere una combinazione lineare degli stati
possibili di 2 qubit, e di conseguenza 'output sara anch’esso una combinazione
lineare. In altre parole, in una tavola di verita quantistica e possibile che “piu righe
siano applicate contemporaneamente”.

c a a out

0) 10) [1) 0) [0)
0) (1) [0y 0) [1)
10 ) 1) L)
) 10y 1) |0)

Tabella (1.3) — Tavola di verita per il gate CNOT

Nota: come si nota dalla tavola di verita la porta CNOT ha 2 output: uno e
quello condizionale descritto, e I’altro & sempre pari al qubit ¢ di controllo. In
particolare, non e possibile realizzare una porta quantistica a 2 bit con meno di 2
output, dato che in tal caso non si potrebbe avere corrispondenza biunivoca tra
stati finali e iniziali, violando I'unitarieta dell’evoluzione quantistica (torneremo su
questa reversibilita nei prossimi paragrafi).

Porte logiche classiche a 2 bit. Poiché le porte logiche quantistiche devono
essere reversibili (essendo operazioni unitarie), non vi ¢ modo di implementare
direttamente AND o OR (e relative), dato che associano 2 input a un solo output.
Vedremo pero piu avanti come “reversibilizzare” una qualsiasi funzione classica, in
modo da adattarla naturalmente al mondo quantistico.

Nei circuiti il gate CNOT ha la seguente rappresentazione:
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L/
Controlled NOT (CNOT)

Poiché il primo qubit in generale sara una combinazione lineare di |0) e |1), la
CNOT crea una correlazione tra i due bit, portando alla generazione di stati
entangled, ossia stati che non sono rappresentabili come un prodotto tensore
(13 2
puro”:

V) # |é1) @ |@2)

Questo succede poiché uno stato generale ¢ una combinazione lineare degli sta-
ti realizzati dai prodotti tensori, e solo alcune combinazioni sono anche fattorizzabili.

Vediamo esplicitamente come la CNOT possa creare stati entangled. Partiamo da
uno stato iniziale dato da:

|¥i) = (a|0) + 8[1)) ®0)

In cui il primo qubit (che & quello “di controllo”) & una combinazione di |0) e |1),
ossia ha una probabilita |a]? di essere |0) e |3]* di essere |1). Cio si traduce in
una certa probabilita che il qubit a sia negato, e in un’altra che invece non sia
modificato - fino a che non si effettua una misura, i due percorsi sono entrambi
realizzati. Infatti, operando su |¢;) con CNOT otteniamo:

CNOT(|4),) = CNOT(a [00) + 3[10)) = CNOT(a[00)) + CNOT(4 |10)) =
= & |00) + B 1)

dove in (a) abbiamo distribuito il prodotto tensore, e in (b) abbiamo usato la
linearita di CNOT (dato che ¢ un operatore unitario, e quindi lineare - infatti ha
una rappresentazione matriciale).

Lo stato finale ¢ quindi entangled, dato che ¢ combinazione di prodotti tensori,
e non puo essere scritto come un solo prodotto tensore “puro”. Si ha quindi
una correlazione tra due parti diverse del sistema - cio sara fondamentale per
la computazione quantistica, dato che permette di sfruttare la maggiore liberta
dell’entanglement, un fenomeno senza analogo classico.

Un altro gate importante ¢ I'analogo di CNOT per le fasi, che effettua una rotazione
di un qubit (introducendo su di esso una fase relativa) a seconda del valore di un
altro qubit. Tale gate & detto C-PHASE (controlled phase), e ha rappresentazione

matriciale:
1 0/0 O
CPHASE = g& _ I 0,
0 0|1 O Oy R.(9)
0 0|0 e®

Stato entangled

La CNOT puo
creare stati
entangled

Gate C-PHASE



Analogamente al caso di CNOT, quando il bit di controllo ¢ ¢ 1 allora viene
applicata una R, () all’altro bit a, e altrimenti non si fa nulla, come mostrato nella
tavola di verita in tabella [1.4]

c a out

0) 10) 10) 10)

0) 1) 10) [1)

1) 10)  [1) R=(9)0)
1) 5 (1) R.(6) 1)

Tabella (1.4) — Tavola di verita per la porta CPHASE

La rappresentazione circuitale per il gate CPHASE ¢ la seguente:

Controlled phase (CPhase)

1.5.3 Funzioni di qubit

Occupiamoci ora di rappresentare una funzione binaria, del tipo generico:

f:{0,1}" — {0,1}

Il problema é che, in generale, le f(z) non sono biunivoche, e quindi non possono
essere rappresentate da una serie di operazioni unitarie, in cui dallo stato finale si
puo recuperare l'informazione sullo stato iniziale in modo univoco.

Per risolvere la situazione dobbiamo estendere tali generiche funzioni a una classe
di funzioni reversibili. Il modo pit semplice per farlo ¢ “portarsi dietro I'input”,
raddoppiando il numero di gradi di liberta n. Avremo quindi un circuito che
in input ha un registro di n-qubit contenente lo stato iniziale |z), e uno di pari
dimensioni (altri n qubit) che contiene |0). L’output sara allora |z) per i primi n
qubit (ossia di nuovo l'input) e per gli ultimi |f(x)). Si ha quindi un circuito che,
tenendo costante il primo I'input, modifica il secondo tramite opportune funzioni.
In realta lo schema si puo generalizzare, partendo per il secondo registro da un
generico |y), che si fa evolvere a |f(z) + y) (figura [1.10).
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nessuna modifica di |z)

2 g9 E
Stato geneb ] —

di n bit

Registro "ausiliario” |¥) { | [ }’f(l’) +y)

Figura (1.10) — Si puo estendere una qualsiasi funzione binaria f : {0,1}" — {0,1}™ a una
funzione reversibile f': {0,1}" x {0,1}™ — {0,1}" x {0,1}" dove i primi
n qubit dell’output sono esattamente pari ai primi n dell’input.

Avremo cioe:

[5) = Uy [¢s) = Urlx) |y) = [2) ly + f(2))

In generale, potremmo usare come stato iniziale una combinazione dei 2" —1 possibili
stati del registro |x) di n-qubit (fissando |y) che funge da “offset” dell’output), con
opportuni coefficienti a,:

Uy z o, |7) Jy) = z e |7 Jy + f(z))

Cosi facendo stiamo calcolando contemporaneamente Ur su ognuna delle combina-
zioni. Questo ¢ il fenomeno del parallelismo quantistico.

Unico problema: per leggere il risultato dobbiamo fare una misura, e quindi effetti-
vamente avremo accesso a solo uno det valori. Per sapere tutti i risultati dovremo
ripetere ’esperimento un numero di volte di ordine 2" e percio non si hanno, per
ora, particolari guadagni rispetto al caso classico.

{ E

_ | D-
\y>{ — }\f(x)+y> D il
D-

Figura (1.11) — Seppure una computazione quantistica possa avvenire in “parallelo” su tutte le
singole configurazioni di cui lo stato iniziale & combinazione lineare, per poter
“usare” l’ogtput ¢ necessario effettuare una misura, che collassa lo stato finale
lho) = 32 5t ex |2) [y + f(x)) in uno solo dei 2" esiti possibili, con
probabilita |c,|?
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Si prospetta pero la possibilita di regolare opportunamente lo stato finale in modo
che l'esito desiderato sia quello dominante, ossia con la maggiore probabilita di
presentarsi. In tal modo si puo ottenere (con alta probabilita) la risposta voluta.

1.5.4 Esempio di funzione quantistica
Assumiamo di poter configurare n qubit nello stato [0000...0). Vogliamo trovare
un’operazione per farlo evolvere a uno stato del tipo:

2n—1

1
0000...0) — — x
0.y 2 B

n

Per esempio, nel caso n = 2 avremo:
1
100) — 5(|00> +101) + |10) + |11))

Stiamo cioe mappando uno stato nullo in una combinazione lineare di tutti gli
stati possibili a pari coefficienti. Un modo per far cio consiste nell’usare n porte
Hadamard:

H

H

Riscriviamo I'azione di H in modo compatto come:

Hlz) = ¢1§ S (—1) |y)

y=0,1

che riproduce la stessa casistica definita in precedenza. Infatti se x = 0, allora
(—1)° = 1 per un qualsiasi valore di g, e quindi avremo H |0) = (|0) +|1))/v/2, men-
tre per x = 1 avremo un (—1) quando anche y = 1, e quindi H [1) = (|0) —|1))/v/2,
come richiesto.

Se abbiamo due qubit, |z;) e |z2), e li mandiamo ciascuno attraverso una H,

otteniamo:
<ylzo(_1)z1y1 ‘%)) \;5 <y220(—1)x2y2 ]y2>) =

< Do (S1)merme g !y2>>

y1,y2=0

(H @ H) 1) |22) =

Sl

N —
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Generalizzando a n qubit, e schematizzando la somma dei prodotti di bit corri-
spondenti con un prodotto scalare X -1/, con ¥ e y vettori di bit:

1 i IR T SR
(H@---@H)|x1>...|xn)=(ﬁ)n{y;()(—l) Y1, ) = 2nyizjo< 1™ 1)

<

Se & = (0,...,0) il coefficiente (—1)%
desiderato:

sparisce, e quindi otteniamo l'output

2n—1

¥5) = Z_% 1)

Nota: nonostante la complessita della forma finale, non si ha alcuna correlazione
tra i vari qubit - infatti lo stato finale € un prodotto tensore di H applicate ciascuna
a una singola entrata, ossia non € uno stato entangled. Pittorescamente: stiamo
agendo sui singoli qubit uno alla volta, e quindi nessuno “é a conoscenza” dello
stato degli altri - percio non possono esservi effetti di interferenza.

1.6 No cloning theorem

Abbiamo accennato che in MQ non e possibile copiare esattamente uno stato.
Vediamo ora esattamente perché..

Cerchiamo un’operazione che possa copiare uno stato [¢), indipendentemente dal
suo stato. Formalmente, vogliamo scrivere una certa U tale che:

Ulg)0) = [¢) [¥) U unitaria, ¥ [¢)) (1.2)

(dove stiamo usando due registri di pari dimensione per garantire l'unitarieta
dell’operazione).

[¥) [¥)
10) [¥)

Figura (1.12) — Schema di una porta logica copy quantistica

Il no cloning theorem afferma che tale U non esiste.

Dimostriamolo. Supponiamo che esista una U del genere, per cui V|[¢) vale
UlY)|0) = |[¢) ). Consideriamo due stati |[¥;) = [¢)]0) e |Vy) = |¢)|0).
Applicando U a ciascuno di essi si ha:

(@) =U[T) =U)[0) = [¥) )
[@2) = U[¥2) = U} |0) = |} ) (1.3)
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Calcoliamo il prodotto scalare dei due stati finali:
P = (02 P1)
Abbiamo due modi per farlo:

« Usiamo per |®1) e |®y) I'espressione in termini di U unitario.

P = (| (0] UTU [4) [0} = (] (0] %) [0) = (%)

(a)
dove in (a) si & usata I'unitarieta di U, per cui vale UTU = 1.

 Usiamo la definizione di U, ossia la (|1.3):

P = (pl{p|¥) [¥) = (p|¥)*
Ma allora deve essere:

(o] ¥) = (| ¥)?

cosa che non € vera in generale per ogni stato. Percio non é possibile clonare un
generico stato senza conoscerlo.

Dal risultato trovato, tuttavia, notiamo che stati ortogonali, per cui {(¢|v) = 0,
possono pero essere clonati senza problemi: possiamo quindi clonare tutti gli stati
di una base ortonormale, ma non le loro generiche combinazioni (che formano stati
generici).

Dimostrazione alternativa: proviamo a clonare una sovrapposizione, e in un
caso otteniamo uno stato separabile U(|z) + |y)) ® |0) = (|z) + |y))®2. Ma per
linearita di U possiamo anche guardarla come U(|z) + |y)) ® |0) = |z) |z) + |y) |v),
che in generale sara uno stato entangled.

1.7 Classi di complessita algoritmica

I computer quantistici permettono di raggiungere una maggiore efficienza rispetto
ai computer classici. Per quantificare tale fenomeno si utilizza una definizione
di classi di complessita, che permettono di quantificare “quanto un algoritmo
¢ complesso”. L’idea & quella di esaminare come la quantita di tempo/risorse
necessarie a risolvere un problema scali al crescere della dimensione del problema.
Per esempio, se consideriamo un algoritmo per scomporre un numero in numeri
primi, la sua complessita ¢ legata a quanto velocemente il tempo o le risorse ne-
cessarie alla computazione crescano all’aumentare del numero di cifre del numero
dato in input.

Si trova che, in generale, tempo e risorse (la “memoria” utilizzata dal computer)
sono correlate tra loro: e possibile usare pitt di una per compensare ’altra. Tuttavia,
un problema di una certa complessita richiede in ogni caso una certa quantita
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minima globale di risorse.

In particolare, consideriamo la funzione f(n) che, data la grandezza n dell’input,
ossia il numero di bit in ingresso, computa la quantita di risorse necessarie
alla computazione. Abbiamo due possibilita: Problemi facili e
difficili
e f(n) ha un andamento polinomiale in n (P), cioé¢ & maggiorabile con un

polinomio: IN € N t.c. f(n) < n definitivamente.

I problemi in cui le risorse scalano in modo polinomiale sono considerati

facili.

e Se invece la funzione ¢ superpolinomiale, cioe cresce piu velocemente di
ogni polinomio, il problema ¢ ritenuto difficile.

Troviamo quindi tre classi: Classi P, NP,

NPC
o P: problemi risolvibili in tempo polinomiale.

e NP: Non-deterministic Polynomial time. Si tratta di problemi che una
macchina di Turing non deterministica (che specifichiamo pit avanti) puo
risolvere in tempo polinomiale. Si trova che i problemi NP corrispondono
anche ai problemi la cui soluzione puo essere verificata in tempo polinomiale
da una macchina di Turing deterministica (cioe si ha che fare con “soluzioni
ovvie a posteriori ma difficili da trovare in primo luogo”).

o NPC: NP-Complete, ¢ composta da problemi la cui soluzione puo essere
riadattata in tempo polinomiale alla soluzione di un problema NP. In altre
parole, gli NPC sono almeno tanto difficili quanto il piu difficile degli NP, e
trovando un algoritmo polinomiale che risolva un solo NPC ¢ automaticamente
possibile risolvere tutti gli NP sempre in tempo polinomiale, semplicemente
riadattando opportunamente la soluzione trovata.

La macchina di Turing ¢ l'oggetto astratto che schematizza 'azione di ogni  Macchina di
computer. Consideriamo un nastro infinito, diviso in cellette che fungono da  Turing
registri, su cui una macchina puo scrivere con un certo alfabeto fissato (che puo

essere per esempio quello binario).

[o[ 1fofo]t[1]of1fo] [ | ]

Unita di controllo

Figura (1.13) — Schema della macchina di Turing

Sul nastro agisce, tramite operazioni di lettura/scrittura, una unita di con-
trollo S, che consiste in una macchina a stati finiti. Cio significa che S puo
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trovarsi, in un dato istante, in uno di N < oo stati possibili. Ogni stato definisce il
comportamento della macchina, e vi sono regole per passare da uno stato all’altro.
Un esempio di comportamento associato ad uno stato potrebbe essere “leggi il
bit corrente”, oppure “fai scorrere di 1 il nastro in avanti”. Tra questi stati pos-
sibili vi ¢ lo stato halt (H), che indica il termine dell’esecuzione del programma.

In particolare, una macchina di Turing deterministica ¢ tale che le regole di
passaggio da uno stato all’altro dell’unita di controllo sono deterministiche, ossia
conoscendo lo stato corrente A e il valore di registro a cui la macchina ha accesso
si sa automaticamente il valore del prossimo stato B che assumera S. Se invece
¢ possibile solo dare una probabilita per i passaggi di stato, la macchina ¢ non
deterministica. Avendo una maggiore liberta d’azione, una macchina non deter-
ministica e piu potente di una deterministica.

Notiamo infine che non sappiamo la gerarchia delle classi di complessita, ossia
non e chiaro se NP e P siano in realta lo stesso insieme, cioe se esista o meno un
algoritmo efficiente per risolvere problemi difficili.

NP

Figura (1.14) — Attualmente sappiamo che NPCCNP, e PCNP, ma non & chiaro se valgano
(eventualmente) inclusioni inverse.

Considerando macchine di Turing non deterministiche, consideriamo altre classi di
complessita:

o« BPP: Bounded Error Probabilistic Polynomial. Un problema e in BPP se
esiste un algoritmo polinomiale che da il risultato giusto con una probabilita
migliore del caso, ossia con p = % + 4, con § > 0. Basta infatti tale bias per
poter ripetere (in tempo polinomiale) I'algoritmo, migliorando “quanto si
vuole” la probabilita di successo.

« BQP: Bounded error Quantum Probabilistic Polynomial. Un problema e
in BQP se e risolvibile da un computer quantistico con una probabilita
leggermente biased (p = % + 0, 6 > 0). Per esempio, ’algoritmo di Shor per
la fattorizzazione di numeri primi e di questo tipo.

Anche qui non sappiamo se tali insiemi siano gli stessi. Di sicuro vale:
P C BPP C BQP

Vi sono attualmente algoritmi quantistici piu performanti di ogni algoritmo classico,
ma nulla impedisce che in futuro si trovino nuovi algoritmi classici ancora piu
efficienti. Non & quindi ancora certo che i computer quantistici siano a priori in
grado di superare i computer classici.
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1.8 Esercizio 1

Vogliamo verificare che uno stato generico di un qubit possa essere realizzato
partendo da |0) e applicando una precisa sequenza di gate:

0 , 0
1Y) = cos 5 0) + €' sini 1) =

= R +¢) HR.(0)H0)

[Controllare il

Graficamente cio corrisponde a realizzare il circuito: segno di ¢]
4
0 2 ¥
H | H . |¥)

Svolgiamo il conto, per esempio usando le rappresentazioni matriciali:

1 (11 (1 0
H_ﬁ(l —1> £) (0 ei5>

Nella base computazionale ricordiamo che:

Applichiamo allora le porte logiche una dopo 'altra, svolgendo di volta in volta le

moltiplicazioni matrice per vettore:
0i0/2 4 o—i0/2
2 =
—ei0/21 —i0/2 .
e e g
21

10) = 1 ii 1 RZ_(%i 1\ & Eh _ i
o/ v2\1 V2 \ ¢ L=®

(SIS

9
\\% COS 5 , R:(Z+¢) 0 0) + (,7r b ,w) .0 |1>}
=€ ; : — |COS — ex 11— 1 — 17— ) SINn — =
(@ Ji sing 2 Py T Ty iy
e—im/2

0 : 7
= cos 5 |0) + €' sin§ 1)

In (a) rimuoviamo la fase globale (che non cambia lo stato).

1.9 Esercizio 2

Vogliamo verificare che l'operatore 6 (C-PHASE) definito dalla matrice:

1 0{0 O
5— 0 1/0 O
0 01 O
0 0[]0 €¥



puo essere ottenuto dalla combinazione di 5 porte logiche fondamentali (CNOT e
phase-shift) come schematizzato in figura:

o 0/2

A

@ N @
5 52 0 52

A
G

Figura (1.15) — Realizzazione dell’operatore § tramite la composizione di 5 porte logiche
quantistiche

Nota: per applicare una porta logica ad un solo bit in casi in cui si usano registri
a n bit bisogna convertirla in una porta logica a n bit che effettua 'operazione
solo sull’i-esimo bit d’interesse e lascia invariati tutti gli altri. Cio si effettua
moltiplicando tensorialmente per I'identita I. Per esempio il phase-shift sul primo
di due bit si esprime come:

RYG) =R.(6) @1

In notazione matriciale il prodotto tensore si ottiene partendo da una “matrice di
matrici”, le cui entrate sono i prodotti tra il rispettivo membro della prima matrice
e l'intera altra matrice. Per esempio, per X e Y matrici 2 x 2:

() - G)

ac af | ba bp
XV — a-Y b-Y _ | oy ad | by b
c-Y d-Y ca cf |da dp
cy c¢d | dy dé
Nel caso della R(V () di sopra otteniamo:
10 0
RO(5) = 1-1 Q~]I _ |01 0
0-1 €9-1 0 0e? 0
0 0/0 €9

Un modo ¢ quindi procedere svolgendo la moltiplicazione matriciale:

100 10[0 0 10
010 7 s 0 1/0 0 a0 tjoo s
VU L @er | e (9)] |t | e R (9)]
000 € 00[1 0 00[10




Nota: per le regole di composizione di applicazioni lineari, la prima matrice
rappresenta l'ultima operazione che si effettua (quindi I'ordine delle matrici ¢
“invertito” rispetto a quello in cui le porte logiche appaiono nel circuito. Cio e
fondamentale, poiché le matrici possono non commutare, e quindi i due ordini
possono produrre risultati differenti (in questo caso specifico le matrici commutano).

Alternativamente (piu veloce) si possono applicare in sequenza le varie porte logiche
agli elementi della base computazionale.

Notiamo prima qualche “regola di conto veloce”. Indicando con ()4 il gate phase-
shift che agisce sull’i-esimo qubit. Avremo che la § aggiunge una fase di e solo se
I'i-esimo bit ¢ nello stato |1). La CNOT, d’altro canto, inverte |1) e |0) del secondo
qubit solo se il primo qubit ¢ |1).

Partiamo da |00), che si presenta come il caso piu semplice, dato che la CNOT non
fa nulla (il primo qubit ¢ a |0)) e nemmeno la phase-shift (sfasa solo il |1)):

CNOT, CNOT

23 (2)-3 L3
|00) —= |00) > 100) |00) |00) —> |00)
Per semplicita, indicheremo un risultato con (id) se & esattamente pari a quello
immediatamente precedente.
Nel caso di |01), invece, abbiamo una doppia fase aggiunta dalla o:
2)‘S (2)-3

0) @ e 1) X (iq) {

é
01) —25 j01) £29%, (id) Ws, 01)

Analogamente ricaviamo gli ultimi due casi:

(2)

[S][S9)

CNOT

2)-2¢ )
110) 110) s 11) 275 1) @ 8 1) DT 11y @ e~ |0)

59

1 . .
L5, e 1) @ 7 J0) = [10)

M

_9

1) 25 1y e 1) N8, 1) @ e o) 2, (i) OB 1y g 1)

1Hg . . .
W3, 8 11y @ e 1) = € |11)

Basta poi tornare in notazione matriciale per dimostrare il risultato.

1.10 Esercizio 3

Introduciamo la misura di fidelity, che valuta la “bonta” di uno stato rispetto ad
un target. Per farlo si prende la probabilita di transizione tra i due stati:

F=[{ly) P 0<F<I

che possiamo usare come una “misura di distanza” tra due stati.

1. Mostrare che F' & una funzione monotona della norma (L) della differenza
I1%1) — |12)], dei due stati (e quindi ¢ una distanza).
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2. Mostrare che F' = cos? g, dove 6 e I'angolo fra i due vettori.
Risoluzione.

2. Partiamo dal punto 2. Potremmo calcolare il prodotto scalare prendendo due
1 generici e svolgere il conto, o notare che:

(W1 |¥2) = (1| UTU |tho)

Possiamo scegliere U in maniera arbitraria. In particolare, per semplificare i
conti, poniamo:

U |¢) = |0)
(| U = (gl (1.4)

Dove ¢ ¢ un generico stato:
0 , 0
|p) = cos = [0) + €"?sin — |1)
2 2
Cosi facendo il conto si semplifica in:

0
F=[{]¢2) [P = [{1|UTU [i2) (p10)[* = cos® 5 (1.5)

|

1. Vogliamo mostrare che F' ¢ una funzione monotona della norma L, della
differenza tra i vettori dei due stati ||[1)1) — [¢)2)]|,- Ricordiamo che tale
norma ¢ definita da:

oMy = V1o 1) |
Procediamo calcolando direttamente la norma (quadra) della differenza:

[w1) = o) ||* = [((Wr] — (Wal)([e1) — [ha))| =
= [ (¢ | 1) — (W1 | ) — (o | 1V1) + (2| he) | =

= [2 = ({1 [¥2) + (Y2 | 1)) = 2 —2Re((¢1 | ¥2))] =
2(1—0053)‘ :2(1—\/f)

(L.5)

dove in (a) si ¢ usata la definizione di parte reale di un numero complesso
acC:

*

a—+a

Rea = =a-+a =2Rea

Dato che (11 |12) e (2] 1)1) sono complessi coniugati.

Otteniamo percio:
len) = [2) [l = V2(1 = VF)
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Effetti quantistici

2.1 Teletrasporto quantistico

L’idea del teletrasporto quantistico consiste nel partire da un qubit, definito da
una funzione d’onda generica |¢)) non nota, e trasmettere I'informazione in esso
contenuta ad un qubit di un altro laboratorio. Dato che non & possibile clonare
|1}, il teletrasporto ha come effetto la distruzione del qubit originale.

Nota: stiamo comunque parlando di un trasporto di informazione, non di mate-
ria. Nel laboratorio di arrivo deve essere presente una particella a cui “applicare”
il qubit trasportato.

Il protocollo di teletrasporto quantistico che esamineremo richiede:

« Due qubit in uno stato EPR (cio¢ in stato massimamente entangled), che
vengono separati e portati uno al laboratorio di Alice (A) e l'altro a quello di
Bob (B).

« Un qubit (C) nel laboratorio di Alice il cui contenuto sara teletrasportato nel
qubit B di Bob.

e Due bit classici che permettano ad Alice di registrare il risultato di due
misurazioni, e trasmettere tale esito a Bob mediante un canale di comuni-
cazione classico. Poiché tale passaggio di informazione puo avvenire solo
a velocita v < ¢, si ha che il teletrasporto quantistico non puo essere un
processo superluminale, e quindi non viola la relativita speciale.

Consideriamo quindi il setup di figura [2.1]
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http://bit.ly/2Tj5OEj

Laboratorio 1 Laboratorio 2

| | |
I ’¢C> I I I
! o I Teletrasporto !
| qubit C I I
| | | |
| | | |
! qubit A ! ! qubit B !

_E—_— e — —_ — — - - - - - - — 4

Figura (2.1) — Setup sperimentale per il teletrasporto quantistico

Presso i laboratori di Alice e Bob sono disponibili i qubit A e B, nello stato
entangled dato da:

1
|¢>AB = ﬁ(|00>143 + |11>AB>

Percio se una misura di A trova un risultato 0 o 1, una qualsiasi successiva misura
di B trovera lo stesso esito.

Alice ha poi anche il qubit C, nello stato generico |1).) non noto, che vogliamo
trasferire a Bob.

Mettendo tutto insieme, si ha che lo stato iniziale |®) , 5 del sistema e dato da:

o) ane = o () e =al)+51)

Il protocollo di teletrasporto quantistico consiste in una serie di operazioni che
possiamo schematizzare come un circuito quantistico (figura [2.2)).

|bo) 1) |p2)

A o an D
4] 1
B o ) 1% )

Figura (2.2) — Schema circuitale del protocollo per il teletrasporto quantistico

Alla fine del circuito Alice misura i qubit A e C, registra i risultati in una coppia
di bit classici e li trasmette a Bob che, a seconda del loro valore, esegue una certa
operazione V' sul qubit B che possiede. L’algoritmo fa si che, dopo aver applicato
V', il qubit B sia esattamente pari al C' iniziale, il cui contenuto ¢ stato quindi
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“teletrasportato” da Alice a Bob.

Esaminiamo percio passo per passo 'azione del circuito, indicando con |®g) lo stato
iniziale, |®4) lo stato a seguito del primo CNOT, e |®5) lo stato prima della misura
di Alice. Si ha che:

B 00) + [11) |10) + |01)
= al0)q (\/5>AB +511)¢ <\/§>AB (2.1)

|®1) = Ucnor |Po) = Ucnor

192) = Ho [#1) = £ [a(]0) + [1)e(00) + [11))a + 5(0)  [1)e([10) + [01))a5] =
= 2 [100) 40 (a10) + B11))5 +
+ 0 (aft) + 8105 +
+  [10) 40 (|0) = B[1))p  +
a0 (@]1) — £10))5] (2.2)

A questo punto Alice misura i qubit A e C, collassando lo stato |®5) in uno solo
dei 4 termini di cui e formato, per poi comunicare i risultati a Bob, che ora sa
esattamente in qualche combinazione di |0) e |1) si trova lo stato di B, e puo
manipolarlo per ricondurlo allo stato di C.

Per esempio, se Alice misura 00 per AC' (con p = 1/4), allora lo stato di B ¢ dato
dalla prima riga di (2.2), ossia: |¢)z = a|0) + §[1) = |1)).. Troviamo quindi che,
in questo caso, il qubit B posseduto da Bob ha assunto lo stesso stato del qubit C'
che aveva Alice.

Negli altri casi B si trova in uno stato diverso, che pero, se si ¢ a conoscenza
della misura di Alice, si puo ricondurre a quello di C' effettuando di conseguenza
un’opportuna operazione V', come mostrato in tabella

Alice (AC) Bob (|¢) 5) Y%
00 al0) + 1) =) Ip
01 all) + 310) X:(O 1>
10
10 al0) — G]1) Z
11 al1) — 30) ZX

Tabella (2.1) — Le prime due colonne riportano i possibili risultati della misura di Alice e il
conseguente stato di B. Per ricondurre B allo stato del qubit C' che si voleva
teletrasportare, Bob deve eseguire 1'operazione V' indicata, dove indichiamo con
XeZ gli operatori dati dalle rispettive matrici di Pauli o, € o,
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Per esempio, se Alice misura 01 per AC, troviamo che |¢) 5 = «[1) + (0), che
¢ corrisponde allo stato di C' |¢), = «|0) + 5 |1) ottenuto scambiando |0) < |1).
Basta allora applicare un NOT quantistico a B - che in notazione matriciale
corrisponde alla o, di Pauli. Avremo quindi:

|¢')p = NOT(|¢) 5) = NOT(ar[1) + 5[0)) = a[0) + B 1) = [¢)¢

Quando Alice misura 10 per AC, invece, |¢)p = a|0) — 3 |1). Per ricondursi a
|4) basta correggerne la fase relativa, aggiungendo un 7 tramite la porta logica
di phase-shift - la cui forma matriciale diviene pari, in questo caso, a quella della

o, di Pauli:
=1 0)= (1 ) =x
0 e~ 0 -1

Per 'ultimo caso (Alice che misura 11 per AC) basta combinare le due manipola-
zioni appena esaminate.

Notiamo due cose:

o Bob ottiene in B esattamente lo stato di C' solo in un caso su 4. Per ricondursi
allo stato di C' & necessario effettuare una certa operazione, che & determinata
dagli esiti delle misure di Alice. Percio Bob deve conoscere tali risultati,
che devono essere comunicati tramite un canale classico (soggetto al limite di
velocita c).

+ Dato che Alice effettua una misura su C, lo stato originale |1)), viene distrutto
nel processo. Ritroviamo quindi, come gia dimostrato, che non & possibile
clonare stati quantistici arbitrari.

Lo stato EPR puo essere creato partendo da |00) , 5 tramite:
1 1
V2 V2
Percio, uno schema del circuito che comprenda anche la generazione dello stato e

dato da:

CNOT(H ®1)|01) = CNOT —=(|00) + |10)) a5 = (|00) + |11)) 4B

Do) |P1)  [D2)
V)¢ e H A
0y, — H i b i i A
10) 5 d i i i |9)— U — )

Figura (2.3) — Schema a porte logiche quantistiche del teletrasporto quantistico - con anche la
generazione dello stato EPR
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2.2 Misure quantistiche

Consideriamo uno stato [¢) e un’osservabile A, che consideriamo a spettro discreto
e non degenere. Si ha quindi che gli autoket |a,,) di A, tali da soddisfare I’equazione
agli autovalori:

A |an) = an |an)

formano una base ortonormale di H, e percio possiamo rappresentare (per il teorema
spettrale) I’azione di A hermitiana su un generico vettore come la combinazione
lineare di proiettori su tale base:

A= Zan la,) {a,| = Zanpn
n — n

Py

Effettuando una misura (ideale di prima specie) di A sullo stato [¢)) si ottiene uno
stato |¢) dato, per il postulato di proiezione di von Neumann, da:

8 =

(W] Bu W)

In altre parole, se una misura di A sullo stato iniziale |1) & pari a a,, lo stato
finale |¢)) & pari alla componente di |¢)) parallela all’autoket |a,,), opportunamente
normalizzata.

Poiché abbiamo supposto Aa spettro discreto non degenere, vale infine la comple-
tezza di Dirac nella sua versione piu semplice:

SNPB =1 PP,=0pB, P=P

Sperimentalmente abbiamo accesso solo ai valor medi ottenuti da misure (ripe-
tute). Risulta quindi utile definire p, come la media di P, nello stato |¢):

In questi termini, il valor medio di A e la sua fluttuazione AA sono dati da:

(A) =2 anpn  (AA) = (A7) — (4)

2.3 Misura senza interazione

2.3.1 Il Beam Splitter quantistico

Normalmente possiamo pensare che il limite minimo per una misurazione si ottenga
con una singola interazione, per esempio lanciando un solo fotone contro un ostacolo.
In realta & possibile, con una variazione del setup delle due fenditure, effettuare
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una misura senza alcuna possibile interazione con 'oggetto che si vuole misurare.

Per poter comprendere il protocollo di misura senza interazione introduciamo un
elemento di ottica quantistica (che non staremo a discutere, dato che esula dagli
obiettivi del corso):

« Specchio semiriflettente (o Beam-splitter [5]): si tratta di un elemento
ottico in grado di riflettere il 50% della radiazione incidente, lasciando passare
il restante 50% (R = 1/2,T = 1/2). Possiamo interpretare cio anche a livello
di singoli fotoni, pensando che ciascuno di essi abbia una probabilita pari a
1/2 di essere riflesso o trasmesso (figura [2.4)).

\1\;/ 1) our

) B, [¥)our

(oppure)
Figura (2.4) — Schema del funzionamento del Beam Splitter.

L’effetto di un beam-splitter puo essere schematizzato come quello di un
opportuno gate quantistico Ug g, tale che:

[1);5[0)5, ==

m mn \/_|1>out|0>0ut \/_|O>out| >out

Per cui un fotone che arriva da fuori (cioe da A) puo essere rimandato
fuori (di nuovo in A) o dentro (in B), con ugual probabilita. Nel caso di
trasmissione il fotone acquisisce una fase ¢ (cioe di 7/2).

Vale la relazione analoga nel caso un fotone arrivi “da dentro”, ossia da B:

0} 1) ==

mn in \/_|1>out|0>out \/_|O>out| >out

Possiamo sintetizzare queste due relazioni scrivendo Upgg in notazione matri-

ciale nella base {|1)*10)”, [0 [1)"}:

_ (1),
W)out) - \/5 <Z 1) |¢m>
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2.3.2 Interferometro di Mach-Zehnder quantistico

Un modo per effettuare una misura senza interazione avviene tramite 'uso di un
interferometro di Mach-Zehnder, rappresentato in figura [2.5]

beam A

splitter
specchi
ordinari

Figura (2.5) — Schema dell'interferometro di Mach-Zehnder.

Consideriamo un fotone che parte da A. Al primo passaggio attraverso il beam-
splitter avremo con p = 1/2 una riflessione verso 'alto e con p = 1/2 una trasmis-
sione verso destra B. In entrambi i casi il fotone incide poi contro un normale
specchio, e viene riflesso verso il secondo beam-splitter. In MQ entrambi i percorsi
sono esplorati contemporaneamente, e interferiscono tra loro al ricongiungimento
nel secondo BS.

Innanzitutto, in entrambi i percorsi si ha una riflessione su uno specchio normale,
che introduce in ciascun caso una fasd] 7, senza perd variare la differenza tra le
fasi delle due “versioni” del fotone: possiamo percio trascurare questo dettaglio.
Percorriamo allora il circuito, seguendo i due possibili percorsi, partendo da un
fotone che inizialmente ¢ “in fase con se stesso™:

e Se il fotone viene inizialmente riflesso dal primo BS, allora non acquisisce
nessuna fase. Dopo aver oltrepassato il secondo BS, avremo quindi una
possibilita con fase 1 (§ = 0) appena prima del detector in A, dovuta ad
una seconda riflessione sul BS, e una con fase ancora ¢ prima del detector B,
prodotta dalla trasmissione attraverso il BS.

e Se il fotone viene trasmesso dal primo BS, allora arriva al secondo con una
fase 7. A questo punto, per raggiungere il detector A deve essere nuovamente
trasmesso attraverso il BS, acquisendo un’ulteriore fase 7 e arrivando ad una
fase totale 7. Se invece viene riflesso verso il detector B mantiene la sua fase
di i.

Notiamo allora che prima del detector A, due versioni dello stesso fotone con
fase opposta (1> = —1, e 1) interagiscono tra loro in modo distruttivo, e quindi il

1ato che il materiale riflettente ha un indice di rifrazione per forza maggiore di quello del
vuoto
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rivelatore in A non trovera alcun segnale.

D’altro canto, davanti a B le “due versioni del fotone” interagiscono con la stessa
fase i, e quindi avremo interferenza costruttiva e il rivelatore B osservera sempre
la presenza del fotone.

In maniera analoga si puo ricavare il funzionamento nel caso il fotone parta da B e
non da A, ottenendo una p = 1 di rivelazione al detector A.

Un modo piu semplice per capire tutto cio e schematizzare 'interferometro come
I’applicazione consecutiva di due gate Ugg, come mostrato in figura [2.6|

Uss. Up.s.

Figura (2.6) — Schema con porte logiche quantistiche dell’interferometro di Mach-Zehnder.

Effettuando allora la computazione passo a passo:

Uss, |0> +i‘1> Uss, 1

V2

Alternativamente si ottiene lo stesso risultato calcolando il quadrato della matrice

di UBsi
0 i
Ups =
s <@ 0)

2.3.3 1l test della bomba di Elitzur—Vaidman

10) [10) + (1) +4(2]0) + 1)) = i 1)

DO |

Siamo partiti dicendo che, tramite l'interferometro di Mach-Zehnder, risulta pos-
sibile effettuare una misura senza interazione. Vediamo allora come fare, con un
esempio fortemente drammatico.

Un terrorista ha costruito una bomba, dotandola di un detonatore che puo essere
attivato dall’interazione con un singolo fotone. Tale bomba ¢ nascosta in una
scatola trasparente, che viene posta lungo il cammino dell’interferometro di Mach-
Zehnder (figura , ma a priori non sappiamo se si tratti di un bluff (cioe di una
scatola vuota) o di un effettivo pericolo (la scatola contiene la bomba). Scopo
dell’esperimento ¢ distinguere i due casi senza attivare la bomba.
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Figura (2.7) — Interferometro di Mach-Zehnder utilizzato per misure senza interazione.

Se proviamo ad iniettare in A della luce classica, il 50% del raggio viene trasmesso
verso la bomba, che quindi esplode. Chiaramente, in MC il problema non &
risolvibile.

Proviamo allora ad effettuare lo stesso esperimento in regime quantistico, utilizzando
un singolo fotone alla volta.

Abbiamo due possibilita:

« Se la scatola € vuota, allora il fotone arriva all’uscita percorrendo entrambe
le vie, e valgono le considerazioni fatte in precedenza per lo schema di figura
2.5 Per il detector all’uscita A avremo interferenza distruttiva, e quindi
pa = 0, mentre in B si ha interferenza costruttiva, e pp = 1. Percio il fotone
viene rivelato sempre dal detector B.

o Se la scatola & piena, allora al 50% il fotone raggiunge la bomba e la fa
saltare in aria. Nell’altro 50%, tuttavia, il fotone viene riflesso nel primo BS,
giungendo al secondo, dove stavolta non vi & alcuna interferenza (figura .
Avremo quindi due possibilita: un 25% che si trasmetta in B, e un 25% che
si rifletta in A.

==

NEV P
7 /

Figura (2.8) — Nel caso in cui vi sia effettivamente una bomba, solo uno dei due percorsi &
possibile, e percio non si ha alcuna interferenza nel secondo beam-splitter.
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Notiamo che se la scatola ¢ vuota, il rivelatore A non trova mai il fotone. Percio,
se troviamo il fotone in A sappiamo immediatamente che la bomba ¢ presente. Cio
succede in un caso su 4: abbiamo allora un modo per misurare la presenza o meno
di un oggetto senza interagire con esso in alcun modo.

Per quanto cio sia paradossale, tale setup - il cosiddetto detector di bombe di
Elitzur-Vaidman - ¢ stato realizzato sperimentalente (sostituendo la bomba con un
ostacolo meno pericoloso).

Per di piu si trova ([1]) che ¢ possibile concatenare tanti circuiti simili per aumentare
(arbitrariamente) la probabilita di rivelazione senza interazione.

Interpretazione del tester Elitzur-Vaidman. Un modo di pensare gli esiti
dell’esperimento sta nel considerare la bomba come un sistema interagente. Se
e presente, allora interagisce con la funzione d’onda del fotone, e la fa collassare
su uno dei due percorsi possibili. Se non e presente, invece, non avviene alcun
collasso, e la funzione d’onda e libera di interferire con se stessa nel secondo BS.
In un certo senso, percio, I’apparato non sta facendo altro che determinare se
una interazione sia avvenuta o meno. Interpretando tale interazione non unitaria
come una misurazione, pittorescamente si potrebbe affermare che il tester Elitzur-
Vaidman “misura ’avvenire o meno di un’altra misura”.

Possibilita del genere hanno applicazione, per esempio, per ridurre la quantita di
radiazioni assorbite da un tessuto durante una radiografia, dato che parte dei fotoni
utilizzati portano informazione utile senza interazione con il paziente.

2.4 Effetto Zenone quantistico

2.4.1 1 paradossi di Zenone

I paradossi di Zenone furono una serie di paradossi ideati nell’antica Grecia.
Il pit conosciuto e quello di Achille e la tartaruga, che percorre il seguente
ragionamento:

1. Achille (detto pie’ veloce per la sua formidabile rapidita) viene sfidato da
una tartaruga ad una gara di corsa. Per rendere un minimo piu equa la
competizione, alla tartaruga ¢ concesso partire con una certa distanza di
vantaggio.

2. Achille raggiunge la tartaruga in un certo tempo ¢, percorrendo la distanza
x a velocita v4. Ma nel frattempo la tartaruga si e spostata di un ulteriore
To = Uttl‘

3. Achille copre la distanza x5 in un tempo t5, ma nel frattempo la tartaruga si
posta ancora di una distanza xs3 = v;to, e cosl via.

Poiché la serie continua all’infinito, si potrebbe pensare che Achille non possa mai
raggiungere la tartaruga. Serviranno i concetti di analisi matematica, per cui una
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serie infinita puo convergere a un valore finito, per risolvere il problema.

Un altro paradosso e quello della freccia, secondo cui un dardo non puo mai
raggiungere nessuna destinazione, poiché ad ogni istante di tempo ¢ fermo, e la
somma di infiniti istanti stazionaria non puo - almeno in principio - costituire un
moto.

L’esperienza comune dimostra come il moto avvenga in realta senza alcun problema.
I1 vero paradosso sorge allora quando, in MQ, si scopre che il paradosso della freccia
e davvero possibile: misurando tante volte una particella & possibile arrestare la
sua evoluzione temporale!

2.4.2 Introduzione

L’idea dell’effetto Zenone quantistico sta nel fatto che, osservando ripetutamente e
frequentemente una particella quantistica la si puod bloccare nello stesso stato di
partenza.

In questa sezione ci occuperemo di derivare matematicamente 'effetto, usando
solo 'operatore di evoluzione temporale unitaria e il postulato di proiezione di von
Neumann, seguendo lo schema riportato in [4]. Mostreremo quindi un esempio di
sistema che esibisce tale fenomeno, e daremo un cenno a come cio possa essere esito
di una interazione con 'ambiente, dando un significato “piu fisico” alle proiezioni
geometriche finora usate.

Introdurremo poi il concetto di “Hamiltoniana” non-hermitiana, che useremo per
modellizzare le proiezioni alla von Neumann. Ricondurremo infine tale matrice
alla normale Hamiltoniana hermitiana di un sistema considerato “non nella sua
interezza” (di cui per esempio solo alcuni stati sono di interesse o accessibili - come
nel caso di un qubit posto in un apparato complesso).

2.4.3 Derivazione dell’Effetto Zenone

L’evoluzione di un sistema quantistico instabile segue qualitativamente 1’anda-
mento riportato in figura [2.9]

42

(Lezione 4 o del
7/3/2019)

Schema dei
paragrafi


http://bit.ly/2Tj5OEj

survival

probability )

1 quadratic (Zeno) 1 — t—Q

/ "

exponential Ze~ 7

/

N

power ¢t “

Figura (2.9) — Evoluzione temporale di un sistema quantistico instabile. Sull’asse y & riportata
la survival probability, ossia la probabilita che il sistema rimanga nello stato
iniziale (instabile)

La probabilita che il sistema rimanga nello stato iniziale esibisce una decrescita
quadratica per tempi brevi, che diviene poi esponenziale per tempi medi, e con un
andamento in potenza per tempi lunghi. Per 'effetto Zeno ci interessa esaminare
nel dettaglio I’andamento quadratico iniziale.

Consideriamo allora un sistema isolato inizialmente nello stato [¢) a t = 0.
Poniamo, da qui in avanti, h = 1 per alleggerire la notazione.

AD un certo tempo t, il sistema si ¢ evoluto ad uno stato |¢(t)), che si ottiene
dalla formula per I’evoluzione unitaria:

[(t)) = e [tho) (2:3)

Ci interessa quantificare quanto |1 (t)) sia “vicino” allo stato iniziale |¢). Conside-
riamo allora I’ampiezza della funzione d’onda che € rimasta parallela a [i)g), e che
e data dal prodotto scalare:

A(t) = (o | 1(t)) = (ol ™ |aho) (2.4)

Prendendo il modulo quadro otteniamo la probabilita p(t) che lo stato al tempo ¢
sia ancora pari a quello iniziale, detta survival probability:

p(t) = [A@®)[* = | (ol e [tho) | (2.5)

che ¢ pari a 0 se a t il sistema si trova in uno stato |¢(t)) ortogonale a quello iniziale.

Esaminiamo 1’evoluzione temporale per un piccolo intervallo di tempo dt. Svilup-
pando in serie di MacLaurin la (2.3) attorno a §t = 0 si ottiene:

(60 = ¢ o = (1= 5t~ B (607 + 0((50") ) o) = o) + 150)
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Tronchiamo questa espressione al secondo ordine, e calcoliamo la “survival am-
plitude” A(t) prendendo il prodotto scalare con [ig), e riconoscendo i valor medi

(H)yy = (Yol H |10):
A1) = 1 i)yt — 3 () (51 (2.6)

E a sua volta calcoliamo la survival probability prendendo il modulo quadro,
sfruttando il fatto che, poiché H e hermitiano, i suoi valori medi sono reali:

p(3t) = (1 + i(H) 5t — ;<H2>w0(5t)2) (1= i) 0t - ;(HQ)%(&)Q)
1= T — () (1) + LT+ ()2, (B1)F — 5 (). (00) =
— L () 01 = () 00) = 1= 00 (P, — 1)) =1- O
- (2.7)

dove in (a) trascuriamo tutti i termini di ordine superiore a 2. Nell’ultimo passaggio
abbiamo introdotto la grandezza 7., detta tempo di Zenone, definita da:
-2 _ yqy2 2
7. = (H )y — (H)y, (2.8)
Dalle espressioni appena ottenute abbiamo che la funzione d’onda evolve linear-
mente per tempi piccoh'E], mentre la survival probability quadraticamente in Jt.
Abbiamo allora trovato che, almeno per tempi piccoli, un sistema quantistico evolve

“lentamente”; cioé in modo polinomiale. Ci aspettiamo quindi che, entro un dt, il
sistema sia in uno stato molto simile al |1o) iniziale.

Dal postulato di proiezione di von Neumann sappiamo che una misura (ideale
di prima specie) proietta il sistema nell’autostato compatibile con 'esito ottenuto
dalla misura. A seguito di tale processo, strettamente non unitario, il nuovo
stato riprende ad evolversi in modo unitario. In un certo senso, la misura “resetta”
I’evoluzione del sistema - dato che in quell’attimo il sistema non e isolato.

Consideriamo allora una misura che verifichi se il sistema si trova ancora nello stato
iniziale |¢)). Ripetiamo tale misura N volte in un tempo ¢, in modo che l'intervallo
T tra ogni misura sia molto piccolo:

T =— =t 2.9

: (29)
Dopo ogni misura il sistema ha una probabilita p(7) (survival probability valutata
in ¢t = 7) di rimanere nello stato iniziale, e una probabilita 1 — p(7) di muoversi
allo stato lw(ﬂ ortogonale a quello iniziale. Se 7 ¢ piccolo, poiché p(7) =1 —7%/72,

u tempi lunghi si osserva invece un’evoluzione esponenziale, che poi si stabilizza in una
potenza t~.
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avremo p(7) & 1, e percio il sistema tende a rimanere nello stato iniziale.

Dopo N misure le probabilita si combinano tra lord?] e si ha [1)(t)) = |1o) con una

probabilita:
N t 2\ N>1 t?
&) (1_ (NT) ) W r <_NTZQ> Vo

(2.10)

2
T

P = ) = 1

dove in (b) si & usata la definizione dell’esponenziale:
e’ = lim <1 + E)
n—-+00 n

Percio, al limite di misure infinitamente frequenti, ’evoluzione del sistema in esame
¢ completamente arrestata.

P(t)

1.0 . e
09 /Interpolamone di e
08 e Survival probabili

07 | T semamie

T 0.4 0.8 t

Figura (2.10) — Effetto di Zeno quantistico per N = 5 misure “alla Von Neumann”. La linea
blu continua mostra la survival probability nel caso di misure ripetute, mentre
quella azzurra tratteggiata nel caso senza misure. La linea in verde puntinata e
l’esponenziale che interpola Veffetto Zeno definito in .

La survival probability dopo N misure puo essere interpolata da un’esponenziale:

log p(T
pM () = p(1)Y = exp(N log p(7)) N exp <t7<>) = exp(—er(7)t) (2.11)
dove abbiamo definito opportunamente la “costante di decadimento effettiva” g
come:

1
Yot = —— log p(T)
T

Per 7 — 0, che corrisponde a N — oo, vale 'espansione p(7) = 1 — 72/72, e quindi
ricaviamo (dato che log(1l + z) ~ x per x — 0):

-
Vet (T) ~ z T 0 (2.12)

tiamo qui trascurando tutti i percorsi molto improbabili in cui il sistema visita stati
differenti, come quello ortogonale, e poi ritorna a [1)), nel corso delle N misure.
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Equivalentemente, tale espressione si ricava confrontando (2.10) con exp(—tveq),
dato che:

t? T
M(p) — _ _ L) = _
P =, eXp( er?) eXp< o ) = exp (—t Yer )

Riepilogando, se si esegue una misure ogni 7, la probabilita p(t) che il sistema
rimanga nello stato iniziale |¢)y) ha I’andamento esponenziale decrescente della
frazione non decaduta di atomi radioattivi. Il decadimento e tanto piu lento quanto
“eff, Proporzionale a 7, & piccolo. Percio, nell’ipotetico caso in cui si effettui una
misura ad ogni istante, 7 =0, Y. = 00 e p(t) = 1 Vt.

2.4.4 Esempio di effetto Zenone

Un caso semplice che possiamo usare per studiare 'effetto Zenone ¢ dato da un
sistema che effettua oscillazioni di Rabi. Possiamo immaginarlo come un atomo
con due livelli a energia diversa, che viene illuminato da un raggio di fotoni di
energia (definita dalla loro frequenza) pari a quella di transizione tra i due livelli. Si
osserva che il sistema oscilla tra i due stati: prima assorbe un fotone per portarsi
al livello eccitato, e poi ritorna indietro per emissione stimolata (analogamente a
quanto avviene in un laser).

Detti |0) e |1) gli stati corrispondenti ai due livelli, nella base {|0),|1)} 'Hamilto-
niana di un sistema del genere diviene:

g [0 © _
H =Qo, <Q o) [¥0) = 10) (2.13)

dove i termini fuori dalla diagonale sono indicativi degli accoppiamenti (coupling)
tra livelli, ossia delle probabilita di transizione tra |0) e |1) e viceversa.

Nota: poiché vogliamo descrivere un sistema che oscilla (per evoluzione unitaria)
tra due stati [0) e |1), si ha che tali |0) e |1) non possono essere autoket di H: se
lo fossero sarebbero stati stazionari, e non sarebbe possibile un’evoluzione da uno
all’altro senza un disturbo esterno.

Infatti, se |0) & autoket di H, I’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo ha
come soluzione un’onda stazionaria che resta in |0):

0 .
iha, 10) = &10) = (1)) = )

Segue che, scrivendo H in una base {|0),|1)} che non ¢ costituita dai suoi autoket,
H non puo essere diagonale.

L’evoluzione temporale determinata da H ¢ data da:

(1)) = M uhg) = exp (—mt (0 1)) <1>
1 0 0
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L’esponenziale di matrice si calcola in modo diretto notando che
A - 01 ; Fr
10

Da cui:
exp(—iQUA) =1+ (—iQt)A + l(—z'Qt)QJI + 31(—1'915)3,4 4=
14 ( )[Qt]A - 5[9’5]2]1 - ;( DIUPA 4 —

= I cos — iAsin = cos(€)  —isin(2)
= Tcos(Qt) — i Asin(Q1) (_Z_Sm(m) COS(Qt)>

Moltiplicando per [1y) = |0) = (1,0)T otteniamo allora:
[th(t)) = cos(Qt)|0) — isin(Qt) |1)

Calcoliamo quindi A(t) e p(t) tramite e (2.5):
A(t) = (o [(t)) = cos(§2t)
|A()]? = cos?(Qt) = 1 — [Q]* + [%j] ([Qt]%)

Per il tempo di Zenone usiamo la definizione (2.8)):
= (), — (H),

z

dove il calcolo del valor medio, in notazione matriciale, diviene

(H)ow = O1H10) = (1 0) <g 5;) (é) ~o

(H?)y, = (0| H*[0) = (1 0) (fé 5) (3) —

E otteniamo:
—92 2 —1 2
=0 =0 = 70 2.14
T, = T, s Yeft E19) T ( )

z

Notiamo in particolare che vale ’espansione da cui abbiamo ricavato il tempo di

Zenone:
t2 2,2
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2.4.5 Effetto Zenone per interazione

Nel calcolare il tempo di Zenone 7, nell’esempio abbiamo visto, si e trovato che
I'unico contributo deriva da (H?)y,. Questo non & un caso, ma ¢ indice dell’origine
dell’effetto Zenone come interazione.

In generale, consideriamo un sistema di Hamiltoniana H, scritta in una qualche
base {|iy)} che non sia quella dei suoi autostati. Percio H ¢ una matrice non
diagonale, che puo essere scomposta in una matrice diagonale Hy e una matrice
con tutti gli elementi che non stanno sulla diagonale H;,;. Quest’ultima e detta
hamiltoniana di interazione, in quanto i suoi termini caratterizzano i coupling
tra i livelli |),).

H = H0+Hint

In questa notazione, chiaramente {|¢,)} sono gli autostati di Hy (dato che e
diagonale in questa base, per costruzione). Detto |1)y) uno di essi, avremo:

Hy |1o) = wo [bo)

Calcoliamo il tempo di Zenone 7, dalla definizione:
72 = (H?)yy — (H)yo = (HG + HoHing + Hine Ho + Hiyy)go — (Ho + Hint)3,

Notiamo che (Hin)y, = 0, dato che il valor medio “seleziona” un termine sulla
diagonale, che e nulla per come abbiamo definito Hj,;. Allo stesso modo, i prodotti
tra Hy e Hiy hanno sempre la diagonale nulla. Infatti moltiplicando una matrice
diagonale A con una B con diagonale nulla si ottiene una matrice C' con diagonale
nulla:

Cij = AirBy;j o kA B = Cii = Ay =0

B;;
~—~
0

dove in (a) si & usata la definizione di matrice diagonale.

Abbiamo allora ricavato che i valor medi dei “termini misti” sono nulli. Inoltre,
dato che [¢)p) & autostato di Hy vale (per definizione di autostato):

2 2
(Ho)yo — (Ho)y, =0
Percio resta un unico termine:

Tz_2 mt Z 77ZJ0| Hlnt W}n <¢n| Hint Wo)

Percio, in questo caso il tempo di Zenone dipende esclusivamente dall’Hamiltoniana
di interazione, che contiene i coupling tra i livelli del sistema considerato. In effetti,
questo & proprio il caso del sistema (oscillatore di Rabi) esaminato nel paragrafo
precedente, dove H = Hjy;.

Come vedremo nei prossimi paragrafi, questa idea di interazione sorge esaminando
nel dettaglio i “retroscena” delle proiezioni di Von Neumann.
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2.4.6 Matrici “Hamiltoniane” non hermitiane

Poiché I'operatore U di evoluzione temporale e unitario, si ha che:

<¢(t) | ¢(t)> = <¢0|\Uj£_],|¢o> = (% | ¢0>

I

Percio I'evoluzione temporale di un qubit avviene tra punti posti sulla superficie
della sfera di Bloch, ossia rimane nel sottospazio di Hilbert definito da ||[¢| = 1
(figura [2.11]a). Un’eventuale evoluzione non unitaria (figura 2.11]b) fa si che la
funzione d’onda abbandoni tale sottospazio (come vedremo piu in dettaglio nelle
prossime sezioni).

0 e
Y vl =1 =1
- S S e 51/} ~ S
, 7 AN N , 7 N N
/ \ / \
/
// ¢(t> wo \\ N w(t) @ZJO \\
(a) Evoluzione unitaria (b) Evoluzione non unitaria

Figura (2.11) — L’evoluzione unitaria (a) fa si che un vettore non abbandoni mai la superficie
della sfera di Bloch, cosa che invece succede nel caso non unitario (b).

L’evoluzione di sistemi instabili, in cui la survival probability diminuisce nel tempo,
puo essere vista come un processo che “porta via probabilita”, ossia un’evoluzione
non unitaria. In altre parole, ci stiamo muovendo nella direzione di integrare gli
effetti delle misure ripetute precedentemente considerate direttamente nell’Hamil-
toniana.

Per trattare l'evoluzione non unitaria introduciamo allora ad hoc una “Hamiltoniana
modificata” data da:

H=H-iVl VeR" (2.15)

dove V' & un’opportuna grandezza detta potenziale otticoﬂ

Un sistema che evolve con un’Hamiltoniana del genere, che non ¢ hermitiana, “perde
probabilita”, ossia giunge a stati non normalizzati. Partendo da uno stato iniziale
[1o), avremo cioe ||[10(2))]| < |||vo)]]. Fisicamente, tale “probabilita mancante” va a
finire in altri stati - non contemplati nel sistema che stiamo esaminando - attraverso
un decay channel. Pittorescamente, possiamo immaginare la probabilita come un
fluido, racchiuso in un contenitore, di cui osserviamo la dinamica. L’evoluzione
unitaria corrisponde allora alla visuale completa dell’intero contenitore, per cui la
quantita di fluido osservata rimane sempre la stessa. Se invece ci concentriamo solo

n maniera pittoresca, si puo pensare all’evoluzione della funzione d’onda come a quella
della luce che si propaga in un mezzo rifrattivo e dissipativo. Da qui l'idea di aggiungere un
“potenziale ottico” per tenere conto di tali “dissipazioni di probabilita”.
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su una parte dell’insieme, puo capitare che del fluido scorra via, muovendosi nel
resto del sistema, e apparentemente scomparendo da questa visuale parziale.
Giustificheremo tutto cido matematicamente tra qualche paragrafo. Per ora, par-
tiamo analizzando 1’evoluzione dettata dall’Hamiltoniana non hermitiana appena
introdotta, calcolandone survival amplitude A(t) e survival probability p(t):

A(St) = eV (ao| e |aho) =
9 (1 s ;VQ[&]Z v O<[5t]3)> {1 — i(H )y, 0t — %<H2)¢0 [6t]2+...| =
=1—(V+i(H)y,) 0t — ; ((H?) o — V2 = 20V (H)y, ) [61] + O([68]°)

p(6t) = 2V (o] e ) |2 = 1 — 2V 6t + O([61]%)

Otteniamo percio un decadimento lineare per tempi piccoli sia per la survival
amplitude A(5t) che per la survival probability p(dt).

2.4.7 Effetto Zenone senza proiezioni

All’inizio della trattazione, abbiamo spiegato 'effetto Zenone quantistico in termini
di misure ripetute, attuate come un rapido susseguirsi di proiezioni di Von Neumann.
Ma qual e il significato fisico di ciascuna di tale proiezioni?

Secondo il parere attuale di diversi fisici, una proiezione di Von Neumann non e
altro che una notazione abbreviata dell’effetto (idealizzato) del complicato proces-
so che porta alla misurazione, tramite apparati macroscopici, di caratteristiche
microscopiche di un sistema. Pur non essendo chiari i dettagli di tale processo
(e in effetti si parla di measurement problem), possiamo lo stesso cercarne una
descrizione effettiva.

In particolare, possiamo usare le “Hamiltoniane” non hermitiane appena introdotte
per descrivere l'effetto delle misurazioni, che porta ad un ben preciso andamento
della survival probability, come osservato.

Partiamo allora dall’esempio (2.13)), a cui aggiungiamo un termine non hermitiano
—i2V, giungendo all’Hamiltoniana (espressa in notazione matriciale nella base

{10}, 1) }):

0 0 Oz ¢
Hip = =—iVI+h-¢ G=|o, |:h={ 0 (2.16)
QO —2iV .
o, 1V

Il sistema parte dallo stato iniziale |0) ed evolve verso |1), come visto nell’esempio
iniziale. Tuttavia, nella colonna di |1) abbiamo inserito un termine non hermitiano
—12V, che non ¢ altro che una versione asimmetrica della modifica gia esaminata in
([2-15), che ha quindi Peffetto di “assorbire” la probabilita solo dallo stato |1) verso
cui evolve il sistema, e che funge quindi da “decay channel”. Ci interessa capire se
la survival probability p(t) calcolata con una Hj,, non hermitiana puo riprodurre
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I’andamento “esponenziale efficace” dell’effetto Zenone con N proiezioni di Von
Neumann ripetute.

Nota: Il fattore 2 presente nel termine non hermitiano serve solo a semplificare i
conti, dato che permette una scomposizione di H;,; come somma di una matrice
identita I per un opportuno fattore, e di un vettore di Pauli & - 7.

Partiamo allora calcolando I’evoluzione temporale del sistema a partire dallo stato

|tho) = [0):
(1)) = e~ it |0) = exp[—it(—iVI+ h - 7)) o exp(=Vtl) exp(—ith - &)
dove il passaggio in (a) e giustificato dal fatto che I commuta con qualsiasi matrice,

e in particolare con h - 7.
Il primo esponenziale si calcola velocemente:

exp(—Vtl) = e VI
Per il secondo, invece, usiamo il risultato:
¢'@7 = %) — T cos(a) +i(f - &) sin(a) (2.17)

dove @ € C? & un generico vettore, che fattorizziamo in prodotto di modulo e
versore: d@ = af, con ||[7|| = 1. Tale formula si dimostr notando che (2-3)* =Te
(n-3)?**1 = A& (con k € Z), scrivendo i primi termini dello sviluppo e riconoscendo
le espansioni di sin e cos.

Nel nostro caso, partiamo scomponendo h:

—h-h=0*-V?

il

|7

Per esaminare I'effetto Zenone ci servira un forte coupling con ’ambiente, ossia
V > Q. Percio possiamo scrivere il modulo di A in termini di un’opportuna
grandezza h, che definiamo positiva per comodita:

|h|| =iV =@ =ih=h=VVZ =07 >0 (2.18)
Possiamo allora applicare la (2.17) all’esponenziale che dobbiamo calcolare:

-

. h h-&
exp(—ith - &) =exp | i(—iht) 0 | =Ilcos(—iht)+i < g) sin(—tht) =
~—— 1

1

a
Ao
n-o

1

-0

?‘ ‘

(a)

= [ cosh(ht)—i(—isin(iht)) (FLhE) 5 cosh(ht)l — isinh(th) (

edi esercizi del corso di Metodi Matematici

o1

)
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Dove in (a) e in (b) abbiamo usato rispettivamente le due relazioni:
cos(iz) = cosh(x) — isin(iz) = sinh(z)
Mettendo insieme i due pezzi otteniamo:
it _ -Vt cosh(ht) + ¥ sinh(ht) —i2 sinh(ht)
—i% sinh(ht) cosh(ht) + ¥ sinh(ht)

Possiamo ora finalmente calcolare la survival amplitude A(t):

A(t) = (0] e Himt 0) = ¢! .

1 Vv 1 Vv
— (1 v —(V—=h)t (1= = —(V+h)t
@ 2 ( * h) ¢ 3 n) e

dove in (a) abbiamo riscritto le funzioni iperboliche tramite esponenziali (sinh(z) =
(e —e™™)/2, cosh(z) = (e +€77)/2).

cosh(ht) + v sinh(ht)} =

Poiché V' > Q si ha che h = /V? — Q2 & V. Percio 'argomento dell’esponenziale
in giallo & vicino a 0 (decadimento lento), mentre quello dell’esponenziale in azzurro
¢ circa —2V't (decadimento veloce).

Percio, facendo passare un piccolo tempo t, esolo il primo termine a dominare. In
ogni caso, per t — 400 'ampiezza viene “completamente assorbita” e A(t) — 0 -
esattamente come vogliamo.

Nell’esaminare la survival probability p(t) concentriamoci sul caso di tempi suffi-
cientemente lunghi, in modo da trascurare il secondo termine. Visto che A(t) ¢
reale, p(t) e data da:

o)~ [ (147 Yesp(-v - |

Approssimiamo tale espressione usando V > ), e quindi espandendo attorno a
2/V = 0. Per I'esponenziale troviamo:

exp(—2t(V — h)) = exp(2t(—=V + V2 = Q2)) = exp <2Vt (_1 )1 W)) _

VQ
02 02
~ WV -1+1—-— — = ——t
<a>exp< ( * 2v2>> eXp( V>

dove in (a) si & usata la solita espansione:
(1—2)"~=1—nz x—0
Per il fattore iniziale otteniamo invece:

Lot L) o 2
2 h T4 o | 7 2)2

V2
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Mettendo tutto insieme giungiamo a:

p(t) ~ (1 + 2?;) exp (—?jt) (2.19)

che vale per t sufficientemente alti (per ¢ = 0 produce addirittura una normalizza-
zione > 1, decisamente errata, ma che viene compensata velocemente).

Come ci si aspetta, la p(t) decade con un andamento esponenziale efficace che pos-
siamo confrontare direttamente con il Yeg in , giungendo ad una relazione tra
V e il tempo 7 che intercorre tra una proiezione e I'altra nell’equivalente evoluzione
considerata in partenza (tenendo conto del fatto che la p(t) ricavata ¢ frutto di
un’approssimazione):

Q2 1
- T =7~ % (2.20)

Tale risultato ¢ decisamente controintuitivo. Il parametro V' quantifica il coupling
con ’ambiente. Aumentandolo, ci aspettiamo, pittorescamente, di aprire un grosso
varco verso 'esterno, consentendo a una grande quantita di “fluido” (la probabilita)
di scappar via piu velocemente. Intuitivamente, percio, V' maggiori dovrebbero
corrispondere ad una survival probability che scende molto piu rapidamente.
Tuttavia, V' compare al denominatore di . Cio indica che una forte interazione
con 'ambiente “stazionarizza” il sistema (figura . In un certo senso, V' grande
fa si che 'ambiente “misuri molto frequentemente” (precisamente, una volta ogni
7 =1/V, in una sorta di continuos measurement) il sistema in esame, producendo
di conseguenza 1'effetto Zenone.

P(t)
1

Ot /1
0 0.5 T Sfw

Figura (2.12) — Survival probability p(t) al variare del parametro di coupling V. Coupling
maggiori equivalgono ad un decadimento piu lento dallo stato iniziale.

Percio ¢ possibile per un sistema rimanere limitato allo stato iniziale solo a seguito
di una forte interazione con un sistema esterno.
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2.4.8 L’origine delle “Hamiltoniane” non hermitiane

Finora abbiamo motivato fisicamente 1'utilizzo di “Hamiltoniane” non hermitiane
come modelli in cui il sistema interagisce con un ambiente piu grande che non ¢
accessibile allo sperimentatore, generando una “fuga di probabilita”.

Vediamo ora, matematicamente, come si possa giustificare tutto cio, almeno nell’e-
sempio semplice del sistema a due stati finora caratterizzato.

Partiamo dal sistema in (2.13)), in cui abbiamo due stati [0) e |1) non stazionari,
per cui il sistema puo oscillare da uno all’altro. Immaginiamo che tale sistema sia
immerso nell’ambiente, che modellizziamo con un continuo di stati |w), ciascuno
dei quali avra una certa energia. Da queste considerazioni, I’Hamiltoniana nella

base ON {|0),|1),|w)} diviene:

Hy = 9(/0) (1] + |1) <0|)+/dWWIw> (wl

. | S —
Qubit Ambiente

Aggiungiamo infine un’interazione tra qubit e ambiente. Seguendo l'idea di (2.16)),
denotiamo |1) come decay channel del sistema. In altre parole, un sistema che
parte a |0) puo passare, per evoluzione unitaria, solo a |1), da cui perd puo evolvere
ad un qualsiasi |w) (o tornare a |0)). Come visto in precedenza, le transizioni tra
un livello e I'altro sono regolate dai coupling tra stati, ossia dai termini fuori dalla
diagonale. Accoppiare |1) e |w) significa aggiungere opportuni termini |1) (w| e il
simmetrico |w) (1|, giungendo (nel caso di w continuo) ad un’Hamiltoniana:

g(w)
r
H = 9(0) (1] + 1) (0) + [ dwe o) o]+ o [ (1) Gl + ) (1) (221)
Qubit Ambiente Interazione qubit-ambiente

La funzione g(w) specifica ’accoppiamento (coupling) tra lo stato del qubit che
funge da decay channel (|1)) e 'ambiente circostante. In questo caso g(w) &
piatta, ossia |1) ¢ accoppiato in ugual misura a tutti gli stati del continuo |w) - e
infatti 'intensita di tale coupling e stata estratta a fattor comune nel termine VT,
normalizzato a /27 per convenzione sulle trasformate di Fourier.

Notazione. Una qualsiasi matrice M, fissata una base ON {|v;)}, puo essere
espressa in notazione di Dirac come:

M =Y ;o) (v (2.22)

ij
Dove gli a;; sono gli elementi di matrice di M, cioe le sue entrate:
<Uz'| M |Uj> = aij (223)

Si nota infatti che l'espressione (2.23)) e identicamente verificata usando per M
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I'espressione vista in ([2.22)):

<Z o |v;) v]‘) |vj) j

dove in (a) abbiamo usato 'ortonormalita: (v; |v;) = d;;.
Per esempio, la matrice di Pauli o, & data, nella base {|+),|—)} degli autoket di

S., da:
%—(1 0>—|+>< |+ =) (+

Se consideriamo |0) e |1) come equivalenti rispettivamente a |+) e |—), si ha:
Hoo = Qo = (|0) (1] + [1) 0])

E otteniamo percio l'espressione usata in (2.21) (limitatamente alla parte del
sistema-qubit).

Nota: 'Hamiltoniana (2.21)) compare in Quantum Field Theory (QFT) per descri-
vere 'interazione tra un sistema a due livelli e un “one-dimensional massless boson
field in the rotating-wave approximation”.

Ad un’istante ¢, una generica funzione d’onda del sistema [¢(t)) si puo scrivere
come combinazione lineare dei termini della base {|0), |1}, |w)}:

() = () [0) +y(t) [1) +/dw 2w, t) |w)

dove i coefficienti sono generiche funzioni del tempo.
Scriviamo allora ’equazione di Schrodinger non stazionaria (si ricorda i = 1):

0
iy [0(t) = H|¢(1)) (2.24)
Calcolando H [1(t)) ¢ dato da:

r
H [(6)) = Qy(8) 0) + 2(0)[1)) + [ do 2(e0, ) + 1/ o= [ dwoew,0)[1) +y(t) o))
Lo sostituiamo in (2.24)), e separiamo i vari termini in tre equazioni prendendo i

prodotti scalari con |0), |1) e un generico |w) (che ci consente di “far collassare” gli
integrali, dato che supponiamo che gli |w) siano ON):

10) @ (t) = Qy(t)

1) =4 \/>/dwz (w,t)
lw) :i2(t) = wz(w, t) + \/;y(t)
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che formano un sistema di equazioni differenziali lineari alle derivate parziali.
Imponiamo, come condizioni iniziali, che il sistema si trovi a t = 0 in |0), e
quindi che i coefficienti siano:

z(0) =1
y(0)=0
2(w,0) =0

L’equazione per z ha soluzioneﬁ:

r ,
2(w,t) = —i\/—/ dr e =Ty (1) (2.25)
2m Jo

Sostituendo (2.25)) nell’equazione per y(t) giungiamo a:

() = Qa(t) — ZQI;T [ [[dre <ty (r) = Qu(r) - igy(t)

Otteniamo percio un sistema di sole due equazioni differenziali, che sono quelle che
riguardano gli stati |0) e |1) del qubit che ci interessano:

i = Qy(t)
iy = —ity(t) + Qu(t)

che possiamo esprimere in forma matriciale come:

zi )\ _ (0 @ x
+(0)- G )0 e

La (2.26) ha la struttura dell’equazione di Schrodinger non stazionaria per un
sistema a due livelli con una Hamiltoniana efficace non-hermitiana - che corrisponde

a quella usata in (2.16)) ponendo I' = 4V.

Percio, riepilogando, il sistema completo evolve con una H hermitiana in
modo unitario, mentre la parte legata al qubit si evolve in modo non unitario
tramite una H non hermitiana, poiché le transizioni da |1) agli stati |w) esterni
vengono qui interpretate come una perdita di probabilita del sistema.

Se il coupling con 'ambiente (regolato da I' o, equivalentemente, da V') e suffi-
cientemente forte, controintuitivamente, 1’evoluzione del sistema viene “stallata”
dall’effetto di interazione - e la stessa cosa succede nel caso eseguissimo sul sistema
una serie di proiezioni di Von Neumann. Questa ¢ I'essenza dell’effetto Zenone
quantistico. Percio, in un certo senso, potremmo dire che I'ambiente effettua delle
“misurazioni continue” sul sistema, con una frequenza proporzionale al coupling I'

(o V).

o enunciamo solamente, ¢ poi immediato verificarla per sostituzione
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2.5 Implementazione di porte logiche

Per realizzare fisicamente una porta logica dobbiamo trovare un sistema che abbia
la giusta Hamiltoniana per produrre I’evoluzione temporale desiderata. Si tratta,
in altre parole, di risolvere ’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo “al
contrario”.

Un caso che puo essere risolto analiticamente ¢ quello della porta logica NOT
quantistica, che si realizza con un sistema che effettua oscillazioni di Rabi analogo
a quello visto in . L’idea sta nel controllare la presenza o meno di oscillazioni
tra i livelli, e la loro pulsazione €). In maniera sintetica, il comportamento diviene:

1. 11 sistema parte da un generico stato |1;), che prendiamo pari a |0) per
semplicita

2. Si “accende” l'oscillazione, e si aspetta un certo tempo 7 affinché il sistema
completi un mezzo ciclo. In questo modo, la componente lungo |0) di |¢;)
viene ruotata lungo |1), e quella lungo |0) verso |1).

3. Il sistema finale ¢ (a meno di fasi) |1), cioe 'opposto dello stato di partenza.

Vediamo, nel dettaglio, un esempio di implementazione fisica di tutto cio.
Consideriamo una particella di spin 1/2 isolata (il qubit di partenza) in presenza di
un campo magnetico By stazionario lungo Z, e uno oscillante B; che ruota attorno
a Z, mantenendosi sul piano 7.

L’Hamiltoniana di tale sistema ¢ data da:

H = —pu{By6, + Bi[cos(wt)F, + sin(wt)d,] }

dove &; sono le matrici di Pauli.

Come esercizid}, vogliamo:

1. Studiare I’equazione di Schrédinger

2. Studiare la soluzione per il caso w = —2uBy/h in cui il campo oscillante & in
risonanza con la transizione energetica tra i due livelli.

Soluzione

1. Uno stato generico [¢(t)) ¢ dato daz:

(1)) = a(t) [0) + A1) 1) = (““D (2.27)

dove per la forma matriciale stiamo usando la base computazionale {|0) , [1)}.
Scriviamo allora 1’equazione Schrodinger dipendente dal tempo:

L d
in () = H (1)

TVedi Es. 3.22 pag. 180 di [7].
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Inserendovi |1)(t)) otteniamo, in forma matriciale:

d (a(t)) _ < —uB, — 1B, [cos(wt) —isin(wt)]) (a(t))
dt \ p(t) —uBy [cos(wt) + i sin(wt)] +uBy B(t)

Usando 'identita di Eulero e” = cos(z) + isin(z), giungiamo a:

i Oz(t) — l _NBQ _MBle—iwt) (a(t)> _ < %a(t) %e_imﬁ(t)
B(t) h —pBlewt MBO B(t) %elwta(t) _% (t)
dove abbiamo introdotto le pulsazioni wqy e wy:

0= —2u—2 L= —2u—t 2.2
z = (2.28)

Nota: il fattore 2 che evidenziamo serve a prepararsi per la risoluzione del
secondo punto, in cui studieremo il caso con w = —2uBy/h = wp.

L’equazione matriciale equivale ad un sistema lineare di due equazioni
differenziali:

ia(t) = La(t) + Le ™ p(1)
iB(t) = Getalt) — LA(1)

Per risolvere il sistema effettuiamo un cambio di coordinate, con lo scopo di

“simmetrizzare” le esponenziali e semplificarli. Poniamo allora:

alt) = e fa(t) = aft)e

b(t) = B(t) e*/? B(t) = b(t)eti=t/

E ricaviamo le sostituzioni per le derivate prime:

Cosi facendo, il sistema diviene:

id(t)e—iwt/Z — %a(t)e—iwt/Q _ %a(t)e—iwt/Q + %b(t)e—iwt/Q
zb(t) elwt/2 — %a(t)eiwtﬂ + %b(t)eiwtﬂ _ %b(t)ei“’m

)

ia(t) = (wo;w)a() +gbe) . d <a(t)) 1 <w0 —w o w >
T = a0 - (25250 E\0) T2\ @ o)
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Moltiplicando entrambi i membri della forma matriciale per A ci riconduciamo
all’equazione di Schrédinger dipendente dal tempo, per un sistema con
un’Hamiltoniana H data da:

H= i Aw @ Awy =wy —w (2.29)
2 w1 —AWO

Tale H ¢ decisamente pitt semplice di quella da cui siamo partiti, e percio
conviene studiare ’evoluzione temporale in questo sdr. Indicando con ‘w(t)>
la funzione d’onda nelle coordinate {a, b} del sdr ruotato, avremo:

3(0) = a0} + b0 [30) =exp (~5 ) [50) (230

Se scriviamo il cambio di coordinate in forma matriciale:

a(t)\ _ etz a(t) (2.31)
b(t) 0 e @2 ) \B(t)

ci accorgiamo che stiamo usando una matrice di rotazione di spin. Identifi-
cando per esempio |0) e |1) della base computazionale con gli autostati di S,
ricordiamo che, fissato un versore n ad angolo 6 con Z e ¢ con Z, 'operatore
di spin in tale direzione si scrive}

5(6.) = ( (3)e e sin(3) />
2

sin (g) e®/2  cos ( ) eie/2

Percio la matrice in (2.31)) e proprio S (0, —wt), che corrisponde ad una
rotazione attorno a 2 di un angolo —wt per il passaggio da {«, 5} a {a,b}.
Per la trasformazione inversa basta cambiare il segno dell’angolo:

(a“)) _ 8(0, —u1) (a@)) (@@)) _ 500, +t) <a<t>>
b(t) B(t) B(t) b(t)
Nella notazione delle funzioni d’onda:

[0(1)) = 50, —wt) [9(8))  [$(1)) = S0, +wt) [d(t))

Mettendo tutto insieme, e usando la notazione sintetica R, () per indicare la
rotazione S(0, ) attorno a 2, troviamo:

$(0)) =

(1)) = Ra(+wi)

(1)) = R.(wt) exp (_;m>
= R.(wt) exp (—;tﬂ) R.(—wt) [(0))

exp(—iHt/h)

edi pag. 241 degli appunti di Fisica Teorica
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Ci manca solo calcolare ’esponenziale di H. Per farlo conviene riscrivere H
nella base in cui e diagonale, costituita dai suoi autoket:

H =& &) (&1 + & 18) (&)

Partendo allora da (2.29)), cerchiamo gli autovalori Ay » della matrice senza il
prefattore h/2:

2 -
det (ﬁH - )\]I) = [—(AwO)Q + A2 — wﬂ 0=\ = (Awp)? + wi
= )\1,2 =4+ (A(U(]>2 + w%
E reinserendo il fattore f/2:

h h
E1= VA +ul  Ea=—CVAG W] Aw=w-w  (232)

Per I'autovettore |£;) cerchiamo il ker di H — &1, che ¢ lo spazio dei vettori
(a,b)T che soddisfano 1’equazione:

W w2
S e NNRIER S (R

Possiamo trovare una soluzione in forma migliore ponendo:

w1

Awo

=tant

In questo modo all’interno della radice possiamo usare l'identita trigonome-
trica 1 + tan? 0 = sec? 0, e giungere a:

9
2

):>a _ sinf 1 _bZSingcos

1
(a) 1_;70595(?) sinzg 7 sing

—btanf = a(l ~ 50

dove in (a) e in (b) si sono usate rispettivamente la formula di bisezione
del cos e di duplicazione del sin. Poiché b si puo scegliere arbitrariamente,
poniamo b = sin /2 per semplicita, ottenendo per il primo autovettore:

[
€)= ()
Slni

Conti analoghi (con una sola differenza di segno) portano a trovare anche
|€2), giungendo cosi alla fine a:

cos ¢ —sin? w1
1) = 2 &) = 2 tanf =
€] (sin g) [€2) ( cosg > Awyg

60

Autovalori di H

Autovettori di H



Ponendo allora [¢(0)) = |0) possiamo calcolare ’esponenziale, e quindi
I’evoluzione temporale cercata:

b(2)) ch exp (—tS) &) = (&10)
= cos g exp (—ht51> |€1) — sin Z exp (—;t&) &) =

_ <0082 8 exp (—Lt&) + sin® S exp (—t&))

cos & sin & [exp ( té’l) — exp (—ﬁt&ﬂ

Possiamo ora calcolare la survival probability per lo stato |1):

() = (L) P =180 = | (] o) [* = [b(e)* =

O ? loxp (—0e) — exp (— 20|
cos2$1n2 exp s exp 2

In (a) si ¢ usato il fatto che la trasformazione unitaria R,(wt) che collega le
due autofunzioni preserva i prodotti scalari (geometricamente si intuisce dal
fatto che una rotazione preserva le lunghezze).

Semplifichiamo questa espressione. Partiamo da:

0_21,291,2t 1 w?
cos —sin —| = —sin” @ = —sin” arctan ==
22 4 4 Awo b) 4 Awd + wi
dove in (b) si & usato:

: x

sin(arctan x) =

V1+ 22

D’altro canto, nella differenza delle due esponenziali riconosciamo un sin.
Sostituendo le espressioni per & e &;:

21 it it
2—[_ (exp (—22 Awd + w%) — exp (;\/Awg - w%))
1
t\[? t
= ‘—2@' sin (xwag + w%i) = 4sin? (\/Awg - w%§>

Mettendo tutto insieme otteniamo:

2

w? . t
pilt) = 5oy tint | Ve -0 et g

Q

dove () e detta frequenza di Rabi.
La probabilita di transizione a |1), percio, oscilla nel tempo.
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2. Esaminiamo ora il caso risonante, ossia quello in cui w = —2uBy/h = wy.
Ne deriva che Awy = 0, e quindi:

p1(t) = sin® (wzlt>

In generale, 'ampiezza delle oscillazioni di probabilita e < 1. Solo nel caso
risonante, con w = wy, si ottengono “oscillazioni complete” - ossia tali che,
dopo /£, si abbia probabilita di transizione a |1) (partendo da |0)) pari a 1
(certezza). In tal caso, inoltre = w; (figura[2.13).

P

A

Figura (2.13) — Probabilita di transizione a |0) per uno stato di partenza |0) (Py(t)) o |1)
(P.(t)). Si nota che dopo un tempo 7/ lo stato finale & invertito rispetto a
quello iniziale.

Si puo sfruttare tale dinamica per costruire un gate NOT. L’idea ¢ di inizia-
lizzare lo stato del qubit a |)) € C? accendere il campo magnetico rotante
ponendo w = wy, e aspettare At = 7/Q = 7/w;. A questo punto, lo stato
finale & o, 1), ossia NOT [¢)), come desiderato.

A livello fisico, cio corrisponde ad eccitare la transizione |0) <+ |1) con una
pulsazione w = (&, — &)/h = w; (come si verifica dalle espressioni (12.32))).

2.6 Implementazione di un gate CNOT

Per poter realizzare gate a 2 qubit ¢ necessario considerare interazioni tra i singoli
qubit. A scopo dimostrativo, esaminiamo ora un semplice modello di gate CNOT.
Partiamo da un’Hamiltoniana H (t):

H(t) = Hs + Hp(t); Hy = — (oM + 150 By + JoMo®

H, ¢ 'Hamiltoniana che descrive due particelle di spin 1/2 sottoposte ad un campo
magnetico By. Le direzioni di spin delle due particelle non sono indipendenti, ma
interagiscono tra loro mediante il termine Jo (Vo che ha leffetto di aggiungere
una correlaziomﬂ tra le due. Nello specifico, per J > 0 gli spin tenderanno a

7idea ¢ quella del modello di Ising, che caratterizza il ferromagnetismo in meccanica
statistica.
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disporsi antiparallelamente (per minimizzare I'energia Hy), o parallelamente per
J < 0.

H,(t), d’altro canto, ¢ il potenziale perturbativo che consente di controllare
dall’esterno il sistema (es. impulso laser).

Nota: H, & una matrice 4 x 4, dato che agisce su stati di 2 qubit. Percio o("o(?
sottintende in realtd un prodotto tensore: oY ® 0(?). Analogamente, quando un
operatore agisce su un solo qubit, va inteso moltiplicato per un’opportuna matrice
identita. In questo caso:

(1)

pol) = o) @I

Nella base computazionale {|00) ,|01),[10),|11)}, dove |0) e |1) sono autostati di
0., troviamo che H, ¢ diagonale:

Hy = diag | — (11 + p2)Bo + J,— (1 — p2) Bo — J, (111 — p2) Bo — J, (11 + p12) Bo + J|

Esaminiamo le energie necessarie per le transizioni |00) — [01) e [10) — |11) (spin
flip della seconda particella):

Agl = 501 — 500 = 2(B0/l2 — J)
ASQ = 811 - 510 = 2(#230 -+ J)

Notiamo che, se J = 0 (qubit non interagenti), A&} = A&,. In tal caso, un laser di
pulsazione w = AE/h, ossia:

w 2112 By
h

realizza entrambe le transizioni. In altre parole, per J = 0, ’azione di invertire il
secondo qubit non dipende in alcun modo dallo stato del primo.

Nel caso J # 0, tuttavia, AE; # A&,. Percio, usando un laser con w = & /h, si
puo selezionare la sola transizione [11) <+ [10). In altre parole, il secondo qubit
viene invertito solamente nel caso il primo sia nello stato |1) - replicando cosi il
comportamento di un gate CNOT.
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Stati e misure

3.1 Matrici densita

In questa sezione ci occuperemo di introdurre una notazione piu avanzata e flessibile
per trattare gli stati di un sistema quantistico nella loro piu ricca generalita.
Non sempre, infatti, e possibile caratterizzare un sistema con una precisa funzione
d’onda, dato che cido comporta possedere la massima informazione possibile (stato
puro). Spesso si ha a che fare con incertezze o informazioni parziali (stati misti),
e saper trattare tali frequenti situazioni permette di accedere ad un insieme di
possibilita computazionali molto pitt ampio.

3.1.1 Misture statistiche

Per mistura statistica si intende un sistema S che ¢ descritto da una funzione
d’onda [¢)y) che non conosciamo, scelta in un insieme di N possibilita {|¢;)}iz1..n,
ciascuna con probabilita (classica) p; (con p; > 0Vie YN, p; = 1).

Nota: Una situazione di questo tipo ¢ fondamentalmente differente da quella in
cui il sistema si trova in una sovrapposizione delle N funzioni d’onda (ossia in
un |¥) = SN a; 1)), poiché nel caso di mistura statistica le singole |¢;) non
interferiscono tra loro, cosa che invece succede nel caso di una sovrapposizione.

Come possiamo descrivere efficacemente una mistura statistica, in modo da calco-
larne valor medi ed evoluzione temporale?

Partiamo dalla definizione di osservabile A in termini di proiettori }51-, e cerchiamo
di riadattarla alla nuova situazione:

Se S fosse nello stato |ix) potremmo usare direttamente la formula per il valor
medio di A, pari alla combinazione lineare dei valor medi g (i) dei singoli proiettori:

(A =D ai(Bi)y, Zazqk a(8) = (0| By [y (3.2)
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Non sapendo pero in quale [i) si trovi il sistema, dovremo considerare tutte le
N possibilita {|x) }, pesandole con le rispettive probabilita di occorrenza py. La
media pesata dei valori di aspettazione dell’z-esimo proiettore B, nell’ensemble dei
possibili stati {|t;)} viene denotata con P(i).

Zkak Zpk (r] Bi [

Sommando allora su tutti i proiettori giungiamo alla formula per il valor medio di
A della mistura statistica {(|vx), pr)}:

) =" aP(i) =Y pe > ai (Wl Bilve) = > pi (V] Alv) = Tr(pA)  (3.3)
% k=1 % k=1

Dove p ¢ detta matrice di densita ed ¢ definita da:

p=D Dk [Uk) (Uil (3.4)
Pt

Ricordiamo che l'operazione di traccia consiste nella somma sugli elementi sulla
diagonale della rappresentazione matriciale di pA in una qualsiasi base ON {|x;)}
di #H (il risultato ¢ indipendente dalla scelta della base):

dim H

Tr(B) = Y (xj| Blxj)

Jj=1

Verifichiamo la formula (3.3). Nel caso N = 0 avremo una sola possibilita per lo
stato [¢g), da cui p = po|tho) (Yo| (dove py = 1). Considerando allora una base con

Ix1) = |%o) si trova:

dim H

Tr(pA) = Tr(po |10) (ol A Z Po {Xi | o) (Yol A [Xi) = Po (Yo A |%0)

E il risultato e uguale per ogni altra base ON per le proprieta della traccia.

Considerando al posto di |1)g) un [¢x) generico vale quindi:

Tr(pe |¥e) (Pl A) = pr, (il A |1r)

Percio possiamo sommare su k per riottenere la (3.3):

N
> o (U] Alp) = Z Tr(pi ) (] A) (Z Pk |¥r) (Y] A) = Tr(pA)
k=0

dove in (a) abbiamo infine utilizzato la linearita della traccia.
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3.1.2 Evoluzione temporale

Le singole |¢y) evolvono in maniera unitaria:

[Wi(t)) = U(t — to) [vu(to)) <> (i(t)] = (ti(to) UT(t — to)

Sostituendo nella definizione ({3.4) otteniamo percio 1’evoluzione della matrice
densita:

Z:pk [Un(t)) (r(t)| = kz_:pk[U |k ()] [(Wn (t0)| UT] = U (t = to) poUT (£ — to)

Per gli stati puri [¢) (che siano nel dominio dell’Hamiltoniana H del sistema) vale
I’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo:

2000 _ 4
5 = ) (3.5)
In notazione braket:
d
i ) = 1) e —in's (6] = (6] (36)

Un’equazione analoga vale per le misture statistiche (dette anche stati misti), e
prende il nome di equazione di Liouville-von Neumann. La si ricava calcolando
la derivata temporale della matrice densita:

mek (Wl = Zpk{( |wk)<wk|+|¢k>(jt<wk|)}:

ii (HW‘“) ol = 1) (] h) _

1
— —(H H
h(pp)

Riarrangiando giungiamo a:

%[H,p]

i (1) = [H, p(1)]

Nel dettaglio, questa equazione e valida nella visuale di Schrédinger, dove lo
stato (rappresentato dalla matrice densita p) evolve nel tempo, mentre gli operatori
che agiscono su di esso no.

La natura matriciale di p(t), tuttavia, mostra una forte analogia con 1’equazione di
evoluzione temporale degli operatori A (t) nella visuale di Heisenberg (dove,
invece, p ¢ indipendente dal tempo):

AH)
z’hd o —[H, AB(1)]

a meno di una differenza di segno, data dalla diversa visuale.
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3.1.3 Proprieta della matrice densita

La matrice densita p gode delle seguenti proprieta:

1. p e hermitiana. Hermitiana
Dim. Una matrice ¢ hermitiana se vale la seguente relazione tra i suoi
elementi:
_ *
pij = (pji)

Verifichiamolo direttamente. Sia {|i)} una base ON. Scriviamo le [i) in
questa base:

dimH

o) = 22 eili) @ =(ilvw) eC (3.7)
i=1
Gli elementi di matrice di p sono quindi dati da:
N dim H
(tlply) = Zpk ) ¢k|] Zpk Z ) (i 11) (m|j) =
Lm —— ——

i1 Omj
N
D ILAC (3.8)

k=1
dove in (a) abbiamo usato l’espansione delle |¢;) nella base . In altre
parole, gli elementi di matrice p;; sono prodotti dei coefﬁ(:lentl 1 e j della
rappresentazione di [¢) nella base |i) in cui p & scritta, mediati sull’intero
ensemble delle {|¢;)} possibili, con i pesi dati dalle loro probabilita py.
Invertendo 7 e j e coniugando otteniamo lo stesso risultato:

/)ﬂ Zpk 1 C = Pij

Ne deriva allora che p ¢ hermitiana.

2. Trp=1. Traccia unitaria
Dim. Basta fare il conto diretto usando 'espressione (3.8 per gli elementi
di matrice:

dim H N dim H dimH
Trp= ) pii=) b < > |Cf|2> Zpk D (i) (i) = Zpk =1
k=1 =1

=1 i=1 ()kl

dove in (a) si ¢ usata la completezza di Dirac, e la normalizzazione (¢, | 1)) =
1. In (b) usiamo poi la convessita delle pg, che quindi “esauriscono tutte le
possibilita”, dato che sappiamo con certezza il sistema si trova in uno stato
in {|Yx)} (per come abbiamo definito la mistura statistica).

3. p ¢ un operatore non-negativo, cioe V |¢) vale (] p|¢)) > 0. Non negativa
Dim. Per calcolo diretto con una generica |p), usando di nuovo la (3.8):

(plole) = (¢l <Zpk |te) wk>|w>=2pkl<wl¢k> 2>0
k=0
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3.1.4 Stati puri e misti

La matrice di densita p puo essere usata sia per rappresentare stati puri che
misture statistiche (stati misti).
Riepilogando, uno stato puro ¢ dato da p prodotta da un unico termine:

Pp = |¢> <¢|

Mentre per uno stato misto si ha:

N
m = Y Pk [U) (Vg
k=1

Si possono differenziare i due casi notando che il primo ¢ un proiettore, e quindi
p2 = pp. Da cio segue che:

Trp?, < 1 Trpf):l

Dim. Eseguiamo il calcolo diretto, usando la base {|j)} in cui p ¢ diagonale (ossia
scrivendo p nella sua rappresentazione spettrale):

N
p=>_N1i){l=p= ZAM k) (k| ) (j| = Z/\2|J
] ——

k=1
s o

Dalle proprieta di p deriva che:

N
Trp:1:>Z)\j:1
j=1

e percio 0 < A; < 1. Vale allora la disuguaglianza:

N N
Trp2:2)\? < Z)\ =
j=1 j=1

E si ha I'uguaglianza solo nel caso specifico in cui Aj«+ = 1 per un certo 0 < j* < N,
e tutti gli altri A\;jz;+ = 0, che corrisponde a quello in cui p rappresenta uno stato
puro. In tutti gli altri casi (stati misti), Tr(p?) sara quindi strettamente minore
di 1.

Per questo la grandezza (misurabile sperimentalmente, dato che p & hermitiana, e
quindi ¢ un’osservabile) Tr(p?) ¢ detta purita dello stato p: ¢ massima (pari a 1)
per stati puri, e 0 < Tr(p?) < 1 per stati misti.

Nota: I'evoluzione unitaria conserva la purita. Segue che uno stato puro puo

evolvere unitariamente esclusivamente a stati puri, e allo stesso modo uno stato
misto restera sempre misto (almeno finché il sistema rimane isolato).
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Nella base {|j)} che abbiamo appena considerato, la matrice p ¢ diagonale, ma

generalmente potremmo scriverla in una qualsiasi altra base ON.

Distinguiamo percio tra gli elementi A; ... Ay sulla diagonale di p, detti termini

di popolazione, e quelli fuori dalla diagonale, detti termini di coerenza. Come  Termini di popola-
vedremo nelle prossime sezioni, questi ultimi sono indice delle correlazioni tra i zione/coerenza
singoli stati (o meglio, di superposizioni quantistiche che possono portare a correla-

zioni).

Nota: la “misurabilita” delle correlazioni dipende quindi dalla base utilizzata.
Se la base computazionale ¢ quella che diagonalizza p, avremo solo termini di
popolazione, e nessuna correlazione:

A0 0
0 0

p:
0 -
0 0 0 Ay

Tuttavia, come gia visto negli esempi di algoritmi, le correlazioni sono molto
importanti per la computazione quantistica.

3.1.5 1l sistema da 1 qubit

Consideriamo un generico qubit nello stato puro [¢), che, nella base computazio-

nale {|0),]1)}, ¢ dato da:
0
) = cos 210) + e sin 1y = (<52
2 2 sin gew

La matrice densita ad esso associata ¢ data da:

0 2
COS 5 . COS
0. 0) = _( cos3 9 sinfeie) =
Pl ¢) =) (U] = ( 0 eiap) (cos§ sin o) <sin“’

S1n 5 5 COS

< NI

in 0 0 ,—ip
sin 5 cos ;e >

56“" sin2 ¢

NN

3.9)

Nota: il prodotto tra un ket e un bra in (a) si realizza in notazione matriciale
come il prodotto tra un vettore colonna (il ket) e un vettore riga con componenti
coniugate (il bra). Questo si ha poiché bra e ket sono collegati da una coniugazione,
che corrisponde alla trasposta coniugata nel linguaggio delle matrici.

Le coordinate (6, ) sono le coordinate polari nella sfera di Bloch, e individuano
un vettore (unitario) di coordinate cartesiane:

x sin 6 cos ¢
y | = sinfsing 4yt 2 =1 (3.10)
z cos 6
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Possiamo allora riscrivere la (3.9) in questa forma, usando formule di bisezione e
duplicazione per sin/cos:

)= cos?$  Isinfe ¥\ 1 1+ cosd sinf(cosp —ising) \
lsinfe  sin?g 2 \ sin O(cos ¢ + i sin p) 1 —cos®

1 (1 i 1
— (' W) Z St a6, + 6, + 26.) (3.11)
2\e+iy 1-=z 2

Nell'ultimo passaggio si ¢ ottenuta un’espansione nella base delle matrici hermitiane
2 x 2, data da identita e matrici di Pauli {I, 6,,5,,5.}, che € molto comoda per i
conti (dato che esiste una formula per I'esponenziale di un vettore di Pauli).

Ponendo 7= (z,y, 2), il determinante di p ¢ dato da:
1 . : 1 S
detp=_[(L+2)(1 —2) — (x+iy)(z—ay)] = (1—|7 %) (3.12)

Abbiamo visto che una matrice densita p che descrive uno stato puro puo essere
rappresentata come un vettore 7 che “punta” sulla superficie della sfera di Bloch.

Estendiamo ora tale notazione, partendo da un vettore 7 generico.
Poiché p & hermitiana e non-negativa, ha autovalori reali positivi (al piu nulli) e
quindi il suo determinante (prodotto degli autovalori) ¢ non negativo:

detp >0
Tale condizione, unita alla (3.12)), porta a ||77]] < 1.

Mostriamo ora che I'uguaglianza ||7|| = 1 avviene solo quando 7 rappresenta uno
stato puro. Sappiamo gia che le p di stati puri generano vettori 7 unitari (abbiamo
infatti mostrato che ogni p = |¢) (¢| individua un vettore unitario (3.10)), e
manca solo da mostrare il viceversa. Se ||7’|| = 1, si ha per la che det p = 0,
ma vale sempre Tr(p) = 1. Detti A; e Ay gli autovalori di p, si ha quindi:

detp:>\1)\2:()
Trp:/\1+/\2:1

Percio uno dei due (es. A1) ¢ identicamente 1, e I'altro ¢ nullo. Ma allora, se |u) ¢
I'autovettore di autovalore 1, si ha p = |u) (u|, che rappresenta uno stato puro.

Percio, si ha che tutte le scelte di ||| < 1, che corrispondono ad altrettante
possibilita per p, codificano stati misti.

In definitiva, tra tutte le p possibili per un sistema a 1 qubit (date da generici
vettori nella sfera di Bloch) la maggior parte ¢ prodotta da stati misti (I'interno).
Considerare misture statistiche (nella notazione della matrici di densita) permette
di sfruttare tale numero molto pit ampio di possibilita.
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Sfera di Bloch

Stato Stato
misto puro

Figura (3.1) — La sfera di Bloch comprende tutti gli stati possibili per un sistema a 1 qubit.
Gli stati interni sono stati misti, mentre quelli sulla superficie sono stati puri

In questa notazione vettoriale possiamo visualizzare la genesi di uno stato misto
come somma di vettori di stati puri opportunamente pesati da probabilita. Il caso
piu semplice & quello in cui 7 ¢ distribuito uniformemente su tutta la superficie della
sfera unitaria, e corrisponde alla mistura di tutti gli stati puri possibili, ossia allo
stato massimamente misto. Possiamo calcolare analiticamente la p risultante
integrando sulla superficie della sfera di Bloch (dove 'integrazione si intende su
ciascun elemento della matrice ([3.9)):

1 27 T 1 1 0 1 1
= — 1 = —|| = 2 = — —_
P 47T/0 dso/owesme)p(e,so) I < ) > 10) (01 + 5 1) (1]

N [—=

3.1.6 Sistemi composti

Nell’'ultima sezione abbiamo esaminato un sistema formato da un singolo qubit,
notando 1'utilita della nuova notazione introdotta.

Il principale utilizzo delle matrici densita, tuttavia, si realizza nel considerare
sistemi composti, tali da codificare 2 o piu qubit.

Procedendo con ordine, partiamo dal caso piu semplice di 2 qubit.

Sappiamo che se gli stati del sistema 1 sono elementi di uno spazio di Hilbert H; e
gli stati del sistema 2 in Ho, gli stati del sistema composto si trovano nel prodotto
tensore dei due spazi, cioe in:

Hio =Hi1 @ Ho

Una generica funzione d’onda in s si scrive come:

dim H1 2 dimH1 2
) = D ciali); ®|a), Y =1
7,00 i,a

dove {|i),} e {|a),} sono basi ON rispettivamente di H; e Hs.

Convenzioni di notazione. Spesso useremo notazioni abbreviate per il prodotto
tensore, come:

|a,b) = la) b) = |a) @[b)
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Analogamente, per sommatorie su piu indici:
dim Hi,2 dim H; dim Hsa

3=

Quando i limiti delle sommatorie sono chiari dal contesto, tenderemo ad ometterli.
Infine, impropriamente, useremo direttamente gli indici come ket, ossia |o;) = |7).

Riadattando allora la definizione di matrice di densita giungiamo a scrivereﬂ

piz = 9) (0] = 323 cia€ili) o) (GBI = D23 pla li ) (4, 8] (3.13)

i, j,0 i, j,0
Consideriamo allora un’osservabile A del sistema 1:
A= 1211 ® Iy

Il suo valore atteso nello stato p si ottiene dalla formula (3.3)), con 'unica differenza
di usare per la traccia una base ON {|k7)} del sistema composto. Esprimendo
anche p in questa base, possiamo sfruttare 'ortonormalita e calcolare:

Matrice densita di
sistemi composti

(A), = Tr(pA) =" (k| pAlry) = > (k (ZZ pil licr) J5|> (A1 0 L) |k7) =

oy 3.13 oy ia 5.8
=223 vl (k1) (vl @) Gl Avle) (BT 1) =3 el (i1 ALi)
KY a0 j8 W—(S' “’_’6 - 5\’ ijo
K v By

dove in (a) usiamo le ¢ di Kronecker per “collassare” le sommatorie.

Se nel calcolare la traccia usassimo la base ON di uno solo dei due sistemi, otterremo
una matrice densita ridotta. Per esempio, se {|a)} ¢ base ON di H,, allora la
traccia parziale risulta nella matrice ridotta del primo sistema, i cui elementi sono
dati da:

dim Ho dim Hso
(p1)ij = <rl;rpl2)” = Z (aly pr2 la), Z P]
1) o'

Poiché non stiamo usando una base del sistema composto, 'operazione di traccia si
dice traccia parziale, ed ¢ analoga al processo di marginalizzazione di distri-
buzioni statistiche, per cui si integra (o nel nostro caso, si somma) sulle variabili
che non interessano (nell’esempio quelle del sistema 2).

La matrice ridotta appena calcolata ¢ comoda per calcolare il valor medio di
un’osservabile A che agisce solo sul primo sistema, poiché si ha:

(A); = Tr(p1As)

In maniera simmetrica, si puo ridurre la matrice di densita composta pio sul sistema

2:

(p2)os = (o) | = 3 G pizlidy = S il (8] = (1 ® Ba)a = Te(pBy)

)
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Tuttavia, p; e p; non conservano la purezza dello stato. Cioe, se p12 descrive uno
stato puro, ossia con p?, = pia, non ¢ detto che la stessa condizione valga per le
singole p; e py ottenute da essa per riduzione.

Esempio

Proviamo a calcolare le matrici ridotte per un sistema di 2 qubit che si trova nello
stato di Bell dato da:

) = j§<|01> ~ 10))

La matrice densita del sistema composto si ottiene come:

pir = [ (67| = 5101 ~ [10))(C01] ~ (10]) =

1
= 5(|01> (01] — |01) (10| — |10) (01| + |10) (10]) = (3.14)
0 00
10 1 |-10
210 —-1]1
0 00

dove la matrice ¢ espressa nella base computazionale {|00),|01),[10),|11)}.

Calcoliamo le matrici ridotte:
p1="Trprz = (0], 12[0)y + (1312 [1),

Il termine in giallo seleziona tutti i termini di (3.14)) che hanno il secondo qubit a
0 sia nel bra che nel ket, ossia solo il termine |10} (10].
Si ottiene allora:

2 <0|2 P12 |0>2 = <0|2 < |1>1 ® |0>2 <1|1 ® <O|2> |O>2 = |1>1 <1|1

D’altro canto, il termine in azzurro verifica la stessa condizione, ma con 1 al posto
di 0, cosa che si ottiene solo per |01) (01|, producendo allora:

1
<1|2 P12 ’1>2 = 5 |0>1 <O’1
E quindi otteniamo:
= Lgoyo rmyap=1Ln
pP1 = 5 =9

E si ha che Tr(p?) = 1/2 < 1, per cui p; rappresenta uno stato misto - ma siamo
partiti da pio che rappresenta uno stato puro. Percio abbiamo verificato che le

1a posizione degli indici non indica nessun tipo di covarianza/controvarianza, ¢ solo un
fatto di comodita stilistica.
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matrici ridotte non conservano la purezza dello stato.

Analogamente, possiamo calcolare ps:

1
P2 = 1;1@012 = 511

Tracce parziali in notazione matriciale. Il calcolo di p; e py puo essere effet-
tuato direttamente in notazione matriciale, esaminando nel dettaglio I'operazione
di traccia parziale.

Per p; la traccia seleziona gli elementi di matrice in cui il secondo qubit ¢ 0 o 1,
ossia quelli qui evidenziati:

[00) |01) |10) |11)

|00) a b| e f

o1) c d| g h
P12 = .

|10) T Jlm n

11) kL] o P

Il conto porta a:

pr=Trp1z = (a+d)[0) (O] + (e + 1) [1) (O] + (0 + 1) |0) (1] + (m +p) 1) (1] =

_(a+d e+h

i+l m+p
Basta allora considerare la matrice i cui termini sono le somme sulle diagonali dei
singoli blocchi 2 x 2 della matrice po originaria. Cid non sorprende, perché p;

racchiude 'informazione necessaria a calcolare valor medi di osservabili del solo
primo sistema, che hanno la forma:

L O
S
(@)

0|d
0

D
|
-~
(%9
&
|
N\
)
QS
N
(%9
&
I
o 9
o
&

0
d

D’altro canto, per py i termini selezionati riguardano il primo qubit, e quindi
avremo:

[00) |01) |10) |11)

|00) a bl e f

01) c d| g h
P12 = o

|10) v 7 | R

11) k1l |le [p
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E si giunge a:

a+m b+n
P2 = rlzfpm =
c+o d+p
Gli elementi di py sono quindi somme degli elementi corrispondenti dei blocchi
2 x 2 sulla diagonale di p;s.
Di nuovo, tutto cio & compatibile con il fatto che py codifica I'informazione per
calcolare il valor medio di un’osservabile del sistema 2, data da:

B0
010

= Q
o o

§:H2®BQZH2® @ 6 -
)

0 0ja B
0 O~ o

(E infatti i termini sommati sono quelli “pesati allo stesso modo” dall’azione di B).

Nota: il prodotto tensore delle matrici p; e po non riproduce, in generale, la
matrice densita pis del sistema composto:

p12 7 p1 @ P2 (3.15)

Del resto, se valesse l'uguaglianza in generale non avremmo il problema della
perdita di informazione sulla purezza dello stato originario.

Nell’esempio appena visto possiamo verificare la (3.15)) per calcolo diretto:

1000

1 1o 100
prR@pr=-1 @I = — # P12

4 410 010

000 1

La scomposizione p15 = p; ® py € analoga alla fattorizzabilita degli stati puri in
singoli prodotti tensori, e quindi vale solo negli specifici casi in cui p; e ps codificano
sistemi “separati”. Interpretare tale condizione dal punto di vista matriciale non e
tuttavia per nulla banale, e per questo non ce ne occuperemo.

3.2 Matrici densita - parte 2

3.2.1 Correlazioni tra stati

Nella sezione precedente abbiamo notato che p1o = p1 ® po vale solo se p; e ps sono
indipendenti, cioe scorrelati. Se cosi non ¢, come nella maggior parte dei casi,
p1 € po codificano solo una parte delle informazioni del sistema composto pi2, dato
che mancano i termini di interazione tra i due sottosistemi, che effettivamente in
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tal caso non hanno una individualita ben definita.

Esaminiamo allora, nello specifico, cosa significhi correlazione.

Partiamo dal caso piu semplice di due variabili casuali classiche x; e y; con opportune
distribuzioni di probabilita. Supponiamo che z; e y; assumano valori binari {1, —1},
corrispondenti per esempio all’esito di una misura di una certa osservabile sui due
sistemi. Possiamo campionare N volte le due variabili costruendo due vettori & e -

{1,-1,-1,-1,...,-1}
y={-1,1,+1,+1,...,+1}
I vettori ¥ e ¢ corrispondono, fisicamente, a misure ripetute di osservabili con
risultati binari (si/no) eseguite sui due sistemi.

Supponiamo che le z; e y; si distribuiscano simmetricamente attorno a 0, e cioe
abbiano media nulla:

]

Un modo per quantificare la correlazione tra le due ¢ dato dal calcolare la media
del prodotto:

1 N
Ty = szzyz
i=1

Ci si potrebbe aspettare che, poiché x = 0 e y = 0, anche Tg = 0. In realta cio
succede solo se le due variabili sono indipendenti. Se esiste una qualche relazione
tra le due, per cui y tende ad assumere valori che dipendono da quelli di = (e
viceversa), non e detto che i singoli prodotti z;y; si distribuiscano ancora in modo
simmetrico.

Per esempio:

e Se x; = y;, avremo z;y; = 1 Vi, e quindi Zg = 1. x e y si dicono allora
completamente correlate

e Sex; = —y; si ha x;y; = —1 Vi, da cui Ty = —1, e x e y sono completa-

mente anticorrelate

e Se x;y; si distribuiscono simmetricamente attorno a 0, Ty = 0 e le due
variabili si dicono scorrelate.

Nel caso generale avremo una correlazione parziale, che si valuta tramite il
coefficiente di Pearson:

_ E[(.CE - ,ua:)(y - :uy)] Mo =T g

Ty
Py =Y o

dove E(z) indica il valore di aspettazione (speranza matematica) di una certa
variabile casuale .
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Notiamo che il coefficiente di Pearson corrisponde alla media di infiniti prodotti
(nel senso di N — oo misure) (x; — tz) (i — ) (per cui le z; e y; possono non
essere simmetriche attorno a 0), normalizzata alle loro dispersioni attorno alle loro
medie.

Tale formula si adatta immediatamente al caso quantistico, usando operatori al
posto di variabili, e applicando la linearita del valore di aspettazione:

ElX = pa) (Y = py)] = <(X (XN <>)>

-
=<?>M v

3.2.2 Correlazioni ed entanglement

La presenza di correlazioni in stati puri e propriaﬂ degli stati entangled, ossia
stati composti |¢) non decomponibili in un prodotto tensore:

|P) # [P1) @ |d2)

Mostriamo infatti che non vi sono correlazioni tra le componenti di un sistema
separabile. Consideriamo uno stato |1) non entangled di un sistema composto
S, per cui quindi vale:

) = [¥a) ® [¢B)

Siano X 4 e X due generiche osservabili relative, rispettivamente, ai sottosistemi A
e B che compongono S. Calcoliamone la correlazione o, a partire dalla definizione:

Oy = (XaVi) = (Xa) (Vi) =
= (Patp| XaXp |[Yahp) — (bathp| Xa [Wats) (Watp| Ve |[Yatp) =
= (tha| Xa[0a) (Wp| Xp [005) — (Ya] Xa|a) (5| Vg |¥p) =0

D’altro canto, per uno stato |¢) non separabile (entangled), in generale o,, puo
assumere valori non nulli: si hanno quindi correlazioni tra misure di osservabili
eseguite sulle diverse componenti del sistema composto.

3.2.3 Schmidt decomposition

Come possiamo riconoscere uno stato puro entangled?
Per esempio, dato un sistema S composto di due qubit A e B, con Hg = Ha ® Hp,
si nota immediatamente che:

|¢1> = |O>A |0>B

d esclusiva, nel caso specifico dei soli stati puri stiamo trattando.
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¢ uno stato non correlato, mentre

1
[¥2) = ﬁ(\ou Vg +11)410)5) (3.16)

¢ entangled (infatti ¢ uno stato di Bell).
Tuttavia uno stato come:
1
W) = 75004115 +10)410)5)

non ¢ entangled, dato che lo si puo fattorizzare come:

1
|¥3) = ‘O>A®ﬁ<|O>B+ ) 5) (3.17)

In questo caso semplice (due soli fattori) la decomposizione si trova abbastanza in
fretta, ma considerando piu termini, oppure basi differenti da quella computazionale,
il problema diviene sempre pitt complesso. Per esempio, il seguente stato |¢,)
entangled?

[94) = 10)410) 4 = 1004 D)5 +10) 4 [V 5 = 1) 4 [1) g

Per rispondere a domande del genere conviene introdurre un risultato di algebra
lineare, che permette di riscrivere un generico stato in una “forma minima”, dove
stati fattorizzati sono scritti come un unico prodotto (come in , mentre gli
stati entangled sono dati dalla somma di piu prodotti (3.16f), per cui la distinzione
tra i due casi risulta evidente.

Tale processo prende il nome di decomposizione di Schmidt. Consideriamo
un’autofunzione |¢)) in uno spazio di Hilbert (separabile) di un sistema composto
bipartitd’

|¢>€7‘[:HA®HB

Allora esistono due basi ON {|u;) , 174 ¢ {|vj>B}?1:H{HB per cui vale la decompo-
sizione:

k k
W) =Y Vpilu) 4 lvi)y >0, D pi=1; k< min{dimHa,dimHp}
i=1 i=1
(3.18)

Nota: In (3.18)) stiamo sommando sugli indici di una sola base. La decomposizione
di Schmidt ¢ quindi molto pit semplice della normale decomposizione di |¢)) su due
generiche basi {|a) 4} e {|B)p} di Ha e Hp:

dimH 4 B

W)= 3 wladalg)s (3.19)

on ¢ necessario che A e B siano singoli qubit. Per esempio potremmo considerare un
sistema di 5 qubit, separato in parte A data dai primi 3 e parte B con i restanti 2, e applicare lo
stesso i risultati del teorema.

78

Decomposizione

di Schmidt



dove la somma avviene su entrambi gli indici ¢ e j. Il risultato di Schmidt dimostra
che ¢ possibile rimuovere uno dei due indici con una scelta opportuna delle due basi.

Nota 2: In informazione quantistica, si tende a far coincidere le basi {|u;) 4}
e {|vi) g} con opportune basi computazionali {|i),},{|i') 5z}, in cui i ket sono
denotati “in modo numerico” direttamente dall’indice 7. In questa notazione la
decomposizione di Schmidt diviene:
k
) ap = Z Vi i) 4 1)

=1

Per esempio, per k = 2 avremo:

W))AB - \/17—1|0>A |O/>B + \/]9_2|1>A |1/>B

dove gli apici mostrano che il qubit del sistema B puo in generale utilizzare “livelli
diversi” rispetto a quelli del qubit A (ossia in un’altra base).

Dimostrazione. Partiamo dalla scrittura (3.19) di |¢) in due basi ON generiche
{lada} e {IB)p} di Ha e Hp:

dimHa B dim H 4 dimHp dimH 4
) = Z%‘j i) o |5j>B = Z i) 4 ( Z%'j |B>B> = Z o) |5) (3.20)
) 7 J )

|vi)

I1 problema ¢ che {|7;)} non ¢, in generale, una base ON di Hp. Poiché i |;)
dipendono dai fattori ;;, che a loro volta dipendono dalla scelta dei |a;), possiamo
giocare su questi ultimi per avere la proprieta desiderata.

In effetti, si trova che se se invece di partire da una base ON {|a;)} generica per
H 4, consideriamo la base {|u;)} che diagonalizza la matrice densita ridotta p,
automaticamente {|7;)} € ortogonale. Vediamo come.

Sia quindi {|u),} la base di H4 in cui la matrice p; ¢ diagonale:

k
pP1 = Zpi i) 4 (wil 4 (3.21)
i=1

dove k ¢ il numero delle popolazioni di p;.
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Calcolando p; a partire dalla definizione otteniamo:

dimH 4 B
( Z|0‘z Al0i) g Oéj’A@j’A) =

dimHp dimHa, B
=S (Rl |l a9 (sl (3515 ) )
ij

() 5

dimHa, B dimHp dimH 4 B dimHp
= lai) 4 oyl ( > (k| 0:) (051 k) ) Z ey a (el | Doyl [R) (k[ oa) | =

p1 = 1;1“012 = EY V) (Y|

k k
dimH 4 B
5 > (05100 Jai) 4 (ol 4 (3.22)
]

dove in (a) usiamo una generica base ON {|k)z} di Hp per calcolare la traccia
(che risulta la stessa per qualsiasi scelta di base) e in (b) usiamo la completezza di
Dirac per la base ON {|k)}.

Usando allora la base {|u;) 4} al posto di {|as) 4} in (3.22)), possiamo uguagliare
con l'espressione equivalente in , e giungere a:

dimHa,p

205 | 03) Jua) 5 (wil 4 = sz i) 4 (wil 4 = (05| Ts) = pi i

ij

Percio si ha che, usando per H 4 la base {|u;)} che diagonalizza p;, la decomposizione
(3.20) produce una base {|0;)} che e ortogonale. Perché sia ortonormale basta
normalizzare:

1 3 T — S Vs V|l vs) = ..
\vi>=ﬁ\w>;‘!vi>—\/ﬁ\ i) = (il v;) = 0y

Partendo allora dalla (3.20) e ponendo |a;) = |u;), e di conseguenza |0;) = /p; |v;)

otteniamo la tesi:

= ; VDi |Ui>A |Uz‘>B

Vale inoltre (3.21)): Matrici ridotte
nelle basi di
Schmidt

=Tr[¢) (v] = sz i) (]
E in maniera simmetrica si trovaE|:

k
po = Tr|v) (] = > pjlvj) (vl
=1

asta calcolare p12 = |¢) (¢| usando per |¢) il risultato della decomposizione di Schmidst,
e quindi svolgere la traccia parziale.
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Dove k ¢ il numero di coefficienti p; non nulli nell’espansione di |¢)) (pari al numero
di popolazioni - cioe termini sulla diagonale - di p; 0 p2). Per come ¢ definita la
sommatoria in , si ha che k£ e al piu pari al minimo tra la dim H4 e dim Hp.
Usando le basi {|w;) 4} € {|vi) g}, percio, p1 e pa hanno la forma:

b1 O P1 O

P1 Pk P2

0 0

Pk

Dimostrazione alternativa. Usando un teorema di algebra lineare, possia-
mo interpretare geometricamente la decomposizione in (3.20). Partiamo dalla
decomposizione nelle basi ON generiche di H 4 e Hp:

dimH 4 dimHp

V) 45 = ; 2_:1 Yig [t 4 185 (3.23)

Interpretiamo i coefficienti 7;; come le entrate di una matrice I'. Dall’algebra lineare
si ha che e possibile scomporre ogni matrice k£ X k in un prodotto:

I'=UAV

dove U & una matrice unitaria d4 x ds, V' € una matrice unitaria dg x dg e A
¢ una matrice d4 X dg con k numeri positivi p; > 0 lungo la diagonale principale
e 0 altrimenti. Tale relazione prende il nome di singular value decomposition.
Geometricamente, prendendo matrici reali, corrisponde al fatto che ogni trasfor-
magzione lineare puo essere vista come una composizione di una rotazione V', un
riscalamento A e una rotazione finale U.

Dette u;; le entrate di U, e v;; quelle di V, i singoli elementi di I' derivano dal
prodotto matriciale:

k
Yij = Z Uz‘n/\nvnj
n=1

Sostituendo tale risultato in (3.23) giungiamo a:

k dim H 4 dimHp
) ap = Z An < Z Uin |O‘Z‘>A> ® < Z Unj |BJ>B>

i=1 j=1

[ui) o [v;) 5
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Dato che U e V sono unitarie, esse trasformano basi ON in basi ON. Percio {|u;) 4}
e {|v;) g} sono le basi ON di H4 e Hp che realizzano la decomposizione di Schmidt.

3.2.4 Schmidt Rank

Consideriamo la decomposizione di Schmidt di uno stato |¢) 45

|¢>AB = ; \/E |ui>A |Uz‘>B

Il numero £ di coefficienti p; > 0 ¢ detto rango di Schmidt, e consente di deter-
minare se |1)) ¢ uno stato entangled o meno.

In particolare, vale: k =1 per stati

non entangled
k =1< |¢) non entangled (separabile)

Dimostrazione. Per k£ = 1 la decomposizione di Schmidt ha un unico termine:

[0 ap = |u1) 4 [v1) 5

e quindi [¢) 4 € separabile.
D’altro canto, per verificare 'implicazione inversa partiamo da |1) ,5 separabile,
da cui:

1) = [a) [¥B) = p = |Ya) [¥B) (Val (¥s]

Scegliendo una base ON |u;) per Ha con |u;) = |¢4) e allo stesso modo una
base ON {|v;)} per Hp con |v1) = |¢p), troviamo che le matrici ridotte dei due
sottosistemi sono diagonali diag(p1,...,pn), con p1 =1 e p;z = 0:
1 0 --- 0
0 O
pa="Trp = |a) (Ya| =
0 0 0 O
1 0 0
0 O
pp = Trp = ¥p) (V5| =
0 0 0 O

Poiché k corrisponde al numero di popolazioni di p; o po, ricaviamo che k = 1.

D’altro canto, se partiamo da uno stato entangled, come lo stato di Bell: k > 1 per stati
1 entangled

[Vpen) = \/5(|00> +11))
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Otteniamo k = 2 per il rango di Schmidt. Lo si nota usando la base computazionale
per A e B, per cui vale la decomposizione:

|¢Bell Z\/—| A’

Analogamente, possiamo estendere tali risultati a dimensioni superiori, costruendo
sistemi a 3 o piu livelli, per cui saranno possibili ranghi di Schmidt piu alti.

Per esempio, in un sistema bipartito con 3 livelli {|0),|1),|2)}, il seguente stato
porta a k = 3:

|tha) = V1 — 2€2|00) + €]11) + €]22) (3.24)

Nota: k, essendo un numero naturale, informa solo della presenza o meno di
correlazioni, ma non quantifica la loro “intensita”. Per esempio, se poniamo € ~ (
in (3.24)), avremo:

[¥a) & |00)

Cioe lo stato |1),) & approssimativamente uno stato separabile (non entangled).
Nella pratica, per poter usare computazionalmente ’entanglement ¢ necessario
lavorare con correlazioni forti, e quindi un k£ # 1 non e per forza indice di uno
stato “usabile” sperimentalmente, per cui servira valutare parametri piu sofisticati.
Inoltre, il rango di Schmidt ¢ utile per valutare la presenza di entanglement solo
per stati puri. Piu avanti mostreremo tecniche piu avanzate per superare tali
limitazioni.

3.2.5 Purificazione

L’evoluzione temporale di stati misti puo essere complessa da calcolare, e spesso si
vorrebbe operare con stati puri, senza pero perdere la maggiore flessibilita offerta
dalle misture statistiche.

Un metodo ingegnoso per realizzar cio ¢ dato dalla procedura di purificazione.
Ricordiamo infatti che, dato un sistema composto nello stato pi2, le matrici ridotte
p1 € py generalmente non conservano la purita dello stato originario. Puo allora
capitare che lo stato totale pis sia puro, ma quello “singolo” p; sia misto. In
tal caso, facendo evolvere p;5 come uno stato puro (seppur con la complessita di
operare in dimensione maggiore) ¢ completamente determinata 1’evoluzione dello
stato misto p;.

La procedura di purificazione si occupa di trovare la p;o pura partendo da uno
stato misto conosciuto p;. Vediamo come.

La procedura di purificazione

Partiamo “dalla fine”, e cioe dallo stato puro [¢) , 5 del sistema composto. Vogliamo
trovare la relazione che lo lega ai termini di py, e che ci permettera di determinarlo
a partire da questi ultimi.
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Consideriamo un sistema S bipartito, con stati in Hg = Ha ® Hp. Dette {|a) ,} e
{I8) 5} due basi ON per H, e Hp, un generico stato di S si scrive come:

dimH 4, B

V) ap = Zﬂ: Cap [0) 4 18) (3.25)

La matrice densita ¢ allora data da:

dimHa,pdimH 4 B

pas = |[¥) (Y| = z‘; Z Cap(Cap)” [B) ap (abl 4
« ab

E la matrice ridotta p; si ricava calcolando la traccia parziale:

dimHp dimHp
pa="Trpap =3 (Vppanl)p =2 D caplcan)” ) 4 {al, D (0 17) (V] B) =
Y af ab Y

dimH 4 dimHp

> ’; Car(car)" @) 4 (al 5 (3.26)

@ aa

dove in (a) si & usata la completezza di Dirac, per cui 3, |v) (v| =1, e il fatto che
la base di Hp, di cui |) e |b) sono elementi, ¢ ortonormale, per cui (b|3) = dys
permette di “far collassare” una sommatoria, e di identificare gli indici b e 3 con
un unico indice k.

Dalla ricaviamo che I'elemento ij della matrice p4 ¢ dato da:

dimHp

(pa)ij = D calem) (3.27)

k=1

Sia a = dimH 4 e b = dimHpg. Interpretando la matrice psp come una matrice
b x b in cui ogni elemento ¢ in realta un blocco di dimensioni a x a (da cui pap ha
dimensioni (ab) x (ab)), la collega le entrate di p4 alle somme sulle diagonali
dei singoli blocchi di p4p (come gia visto nell’introdurre la notazione matriciale per
le tracce parziali). Abbiamo quindi un sistema di a* equazioni, ciascuna delle

quali riguarda un singolo blocco di una matrice b x b, che ha quindi 4% blocchi.

Avremola possibilita di trovare una soluzione (unica) solo quando a? = b?, e cio¢
quando:

a=b=dimH4 =dimHp

Volendo possiamo scegliere dim H g maggiore, giungendo lo stesso a trovare (piu
di) una soluzione, seppur con uno spreco di computazione.

Esempio: purificazione di 1 qubit

Sia dato 1 qubit in un generico stato p;, che vogliamo purificare ad uno stato
puro p12 = [¢) (| di un sistema a 2 qubit. Partiamo scrivendo le equazioni per le
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entrate di p;, seguendo la ((3.27)):

(P1)oo = CooCho + Co1Chy
(p1)or = (p1)io = CooCip + Co1hy (3.28)
(p1)11 = c1ociy + crien

dove cgo, o1, €10 € ¢11 sono U'espansione di |¢) nella base computazionale {|00) , |01) , |10) ,|11)}

(13.25)):
|¥) = coo |00) + o1 [01) + 19 [10) + e11 [11)

A cui corrisponde la matrice densita pys:

2 * * *
cool®  coocdy | cooClo  Coociy

* 2 * *
010 |co1l® | concly  coici

P12 =
* * 2 *
1050 C€10Ch; | |eiol®  eroct;

* * * 2
c1chy C11cy | cnciy el

Come si nota dal sistema in (3.28)), abbiamo 4 incognite in sole 3 equazioni
indipendenti (poiché p;, essendo una matrice 2 x 2 hermitiana, ha solo 3 gradi di
liberta). Possiamo allora fissare arbitrariamente una di esse, per esempio ¢;9 = 0, e
trovare quindi la soluzione:

* 2
Po1 PoopP11 — |p01|
co1 =0 €00 = /P00 Ci0 = cl=\——————

Poo o0

Percio possiamo vedere un qualsiasi stato p di 1 qubit come la matrice ridotta di
un sistema a 2 qubit in uno stato puro dato da [¢):

) = coo |00) + 10 10) + €17 [11)

Si dice quindi che |¢) “purifica” lo stato misto p; da cui siamo partiti.

3.2.6 Rappresentazione di Kraus

Consideriamo un sistema composto da due sottosistemi 1 e 2, che si trova inizial-
mente in un generico stato p12 (puro o misto). Se U(t) & 'operatore di evoluzione
temporale, lo stato al tempo t si ottiene dalla formula di evoluzione per una matrice
densita:

pra(t) = U(t)pr2U' () (3.29)

Ci chiediamo come appaia tale relazione dal punto di vista del sottosistema 1. In
termini matematici, ci interessa scrivere una relazione di evoluzione come la
per gli stati del sottosistema 1, che sono descritti dalla matrice ridotta p;.
Vogliamo trovare allora una mappa K tra matrici densita:

K :p = pi(t)
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Si trova che, seppur p;2 evolva unitariamente, non ¢ detto che lo faccia anche p;.
In altre parole in generale non esiste un operatore unitario U; per cui valga:

pi(t) = U1<t)plU£f(t) (3.30)
Vediamolo esplicitamente. Partiamo, per semplicita, facendo due supposizioni:

Lo stato iniziale p12(0) ¢ separabile, cioe vale:

p12(0) = p1 ® p2

Fisicamente cio corrisponde al fatto che i sistemi 1 e 2 sono inizialmente
scorrelati (non entangled)

« Lo stato py € puro, ossia:

P2 = |O>2 <0|2

dove con |0), € H, indichiamo uno stato di riferimento del sottosistema 2.
Nota: tale assunzione non fa perdere generalita, poiché se ps; non é inizial-
mente puro basta ampliare il secondo sottosistema, aumentando la dimensione
di Hs, e purificare p, con la procedura vista nelle sezioni precedenti.

Dalle ipotesi fatte possiamo scrivere lo stato iniziale del sistema composto come:
p12(0) = p1 @ [0), (0], (3.31)
Calcoliamone allora I’evoluzione temporale tramite la :
pia(t) = U(t)pr2(0)U ()

Determiniamo infine la matrice ridotta p;(t) calcolandone la traccia parziale:

dim Ho
pi(t) = Tr(pia(t)) = Te[U(p1 @ |0), (01,) U] = 2 (K U10)p (01, U'lk), =
k=1 pS E};
dim Ho
=N BBl (3.32)
k=1

dove in (a) abbiamo introdotto una base ON {|k),} di H, per poter calcolare la
traccia parziale.

La mostra come ’evoluzione di p; abbia una forma piu generale di quella
che sarebbe propria di un’evoluzione unitaria (3.30)).

In altre parole, un’evoluzione generalizzata ¢ composta dalla “somma di piu di una
evoluzione” - analogamente ad uno stato entangled, che non puo essere espresso
come un singolo prodotto tensore.
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Come nel caso unitario, dove UTU = I, troviamo che anche gli operatori {E}, :
Hi — H.}, detti operatori di Kraus, che agiscon(ﬂ sugli stati di H;, soddisfano
una simile relazione di normalizzazione:
dim Ho : dim Ho ; ;
EE 0[, U |k), (k|, U |0), = (0], U'U |0), = (0], 112 ]0), =1 3.33
Z kE— kz:l |2 |>2<|2 |>2(a)<|2\ | >2 <|2 12|>2(b)1 ( )

I T2

In (a) abbiamo usato la completezza di Dirac, e il fatto che I,U = U. Poiché I, e
U hanno dimensioni differenti, I’espressione ha senso in ambito tensoriale (percio
U'l,U non indica un prodotto di matrici, che non si potrebbe fare). Possiamo
risolvere tutto lavorando in notazione di Dirac:

U= <z s <j|2) (Z ), |/<:>2> =3yl iy =

dove d; = dim H; e dy = dim Hs.
Analogamente, in (b) si ha:

dl 1d2 1 d1 1
(0,112 0), = (01, 3 >_ Ik {7k 10, =3 1i), Gl (010) =T,
=0 7=0

La mappa S : py — p} definita da (3.32), con la condizione (3.33)), ¢ detta opera-
zione quantistica, o superoperatore, dato che si tratta di una trasformazione
di operatori (matrici). In particolare I'equazione ¢ detta rappresentazione
di Kraus (o in “somma di operatori”) di S.

In questo caso siamo partiti dall’evoluzione temporale per costruire .S, ma potrem-
mo considerare delle evoluzioni “piu esotiche” in cui si parte da generici operatori
U unitari, giungendo sempre alla stessa rappresentazione:

S:ipr—=p = ZEkplEIz
k
Un superoperatore S ¢ una mappa lineare tra operatori. Di piu, si dimostra che
S mappa matrici densita in matrici densita, dato che:
e S(p1) ¢ hermitiana se lo ¢ p;:
.I.
(p1)! (Z EkplEk> = (BBl = BB = )
Yk k

dove in (a) si usa il fatto che EkplE,i ¢ un prodotto di matrici, e la trasposta
coniugata inverte il senso della moltiplicazione ((AB)" = BTAT).
Percio S conserva I'hermitianicita.

e S conserva la traccia:

Tr(p)) = Tr <Z EkplE,1> 5 SN Te(p ELEy) = Tr <p1 3 E;Ek> = Tr(py)
k k

k

nfatti U:Hi®@Ha — Hi® Ha, e percio Ey, = (k|y U |0), : Hi — Hy
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dove in (b) si ¢ usata la ciclicita della traccia (Tr(ABC) = Tr(BCA)).
In particolare, per una matrice densita avremo Tr(p;) = 1, e quindi Tr(p}) =
1.

 Se p; € non negativa, allora anche g lo ¢. Supponiamo allora che (m| p; |m) >
0 per ogni |m) € H;. Calcolando lo stesso valor medio per pf:

<m‘1 ,0,1 \m>1 = Z <m’1 Ey p1 E,i \m>1 = Z <n‘1 P1 \n>1 >0
S ) *

Inoltre S ha altre caratteristiche utili:

o “Proprieta di gruppo”. Si possono comporre due mappe di Kraus una
dopo laltra:

S1 So
p(0) P1 P2
S

e il risultato ¢ ancora una mappa di Kraus S(p) = (53 0 S1)(p) = 92(S1(p))
che gode ancora di tutte le proprieta di S.

o Invertibilitd. Data S, S~! esiste solo se ¢ anche unitaria. Se non lo &
significa, fisicamente, che vi ¢ stata un’interazione tra A e B che non &
racchiusa nella descrizione di A data da p4, cioe si & persa dell’informazione
nel passaggio da payp alla singola p4 (tale processo € detto decoerenza). In
altre parole, compare una freccia del tempo: la transizione p — p’ ha una
descrizione completa, ma non quella inversa.

Nota: uno stesso superoperatore S puo essere scritto come combinazione di diverse
classi di operatori di Kraus, legate fra loro da una trasformazione unitaria. Per
esempio S(p1) = Sk ExprEL € S'(p1) = S Fepr Fjl coincidono se Fy = > Wi Ej,
con W matrice unitaria.

Geometricamente, S mappa matrici N x N in matrici N x N. Una base di My« n
ha N? elementi, e percid una generica trasformazione lineare Myyny — Muyxn
ha (N?)? parametri. Considerando che Y, E,E} = I, forma un sistema di N2
equazioni, avremo N* — N2 parametri liberi per un superoperatore. Per stati di
singolo qubit, le p sono matrici 2 x 2, e quindi N = 2 e 2* — 22 = 12. Per 2 qubit
N =22=4e4"— 4% =240 (!).

3.2.7 Kraus Representation Theorem

L’aver elencato le proprieta di S ci permette di generalizzare tale costruzione,
considerando “evoluzioni generalizzate” relative alle varie operazioni quantistiche
che si possono fare su un sistema. Vedremo diversi esempi di cio nel trattare i
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“canali quantistici” nella prossima sezione.

Consideriamo allora una mappa “evoluzione generalizzata” tra stati S : p; — p
con le seguenti proprieta (che abbiamo notato partendo dall’esempio sull’evoluzione
temporale nel paragrafo precedente):

1. Lineare: S(apy + bp2) = aS(p1) + bS(p2)

2. Manda matrici Hermitiane in matrici Hermitiane: in dimensione finita vale
allora S(p) = [S(p)T]* (S(p) descrive un operatore simmetrico)

3. Conserva la traccia: Trp = Tr S(p)

4. Completamente positiva. La positivita significa che se p ¢ un operatore
non negativo, ossia ha valor medi > 0, allora lo & anche S(p). La completa
positivita, invece, aggiunge anche che S ® Ig, ossia l'estensione di S da H; a
Hi1 ® Hg per un certo Hg, € una mappa positiva. In altre parole, ¢ sempre
possibile estendere S(p) ad un’operazione che agisce localmente su un sistema,
lasciando invariato tutto il resto (che ¢ il caso di interesse sperimentale, dato
che non lavoreremo mai con stati dell’intero universo). La completa positivita
garantisce che tale operazione naturale sia sempre ben definita.

Allora si dimostra che S si puo scrivere in rappresentazione di Kraus, cioe nella
forma “decomposta” come somma di M termini:

M M
Sip=pi=> EpmE] Y ElE =1
k=1 k=1

Esempio

Sia p; la matrice densita di un generico qubit. Consideriamo il sistema di 2 qubit
nello stato p separabile:

o 0 10
p= = ®p1=10), (0, ® p
<0 0> (o 0) S

Facciamo evolvere unitariamente la p, ed esaminiamo quanto accade per p;:

" Te(UpUT) = T = Ap, AT + Cp,CT
P1 2r( P )(a) 2r<<C’ D) <0 0) <BT Dt P1 P1

dove in (a) rappresentiamo le matrici U e U' in una forma a blocchi 2 x 2.

Confrontando con la formula generale in (3.32)), troviamo che Ej, = {A, C}.
Verifichiamo che la traccia & conservata:

Tr(p)) = Tr(Ap, AT + Cp,CT) = Tr(pr AAT) + Tr(p,CCY) =
= Tr(p(AAT + CCT)) = Ti(p1)

I
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dove in (a) abbiamo usato la ciclicita della traccia, cioe I'invarianza per permutazioni
cicliche dell’argomento:

Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB)

3.3 Misure generalizzate

Il formalismo delle “evoluzioni generalizzate” ci permette di trattare una classe piu
ampia di misurazioni.

Finora, infatti, abbiamo identificato la misura di uno stato quantistico come una
misura ideale di prima specie, che corrisponde ad una proiezione di Von Neumann.
Matematicamente, consideriamo una funzione d’onda [¢(t)), e una misura del-
l'osservabile A a t = 0, che ha esito a € 0(A). Immediatamente dopo la misura,
il sistema si trova in uno stato in cui il valore di A & ben definito, ossia in un
autostato di A dell’autospazio con autovalore a, ottenuto proiettando [1(0)):

P $(0)
V{(0)[ P [4(0))

Percio una qualsiasi misura immediatamente successiva trova per A sempre il valore
a, con certezza.

W(07)) =

Potremmo pero considerare un “processo di misura” con un risultato incerto,
per cui lo stato finale ¢ un elemento {|¢;) }i—1,. n scelto con probabilita p;. Al
posto del proiettore usiamo allora una classe piu ampia di operatori {M;}, non
necessariamente autoaggiunti, che mappano [¢) nelle varie possibilita |1);):

M; [4)
V| MM )

Poiché vogliamo che le |¢;) esauriscano tutte le possibili evoluzioni di |¢), richie-
diamo che le p; abbiano somma 1, e quindi:

|1/}z‘> = bi = <¢‘ MZTMz‘ |1/}> i=1...,N

N N N
Sopi=le @3 MM ) =1 Y M{M; =1 (3.34)
=1 =1

=1

Nota: se M = M; (M; autoaggiunti) e M;M; = 6;;M; = M? = M; (M; proiettori
ortonormali), riotteniamo le misure proiettive (proiezione di Von Neumann), per
cui la completezza ¢ data direttamente da >, M; = 1.

3.3.1 Teorema di Neumark

Si trova che le misure generalizzate sono equivalenti a misure proiettive effettuate
in uno spazio piu grande dopo una certa evoluzione unitaria.
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In altre parole, una usuale misura proiettiva su un sistema di 2 qubit puo essere
descritta, a livello dei singoli qubit, da una opportuna misura generalizzata.

In particolare, il teorema di Neumark afferma che ’azione di una misura
generalizzata puo essere schematizzata come una sequenza di:

1. Ampliamento del sistema: al sistema 1 in esame si aggiunge un sistema
2 ausiliario, detto ancilla, con cui puo interagire.

2. Evoluzione unitaria del sistema 1 + 2 secondo un qualche operatore U; o

3. Misura proiettiva sul sottosistema 2 (misura dell’ancilla), osservata dal
punto di vista dello stato del sottosistema 1.

3.3.2 Rappresentazione unitaria di Operatori di Kraus

Avevamo visto che, se consideriamo una matrice densita ridotta p;, possiamo vedere
ogni sua possibile evoluzione generalizzata come ’applicazione di opportuni
operatort di Kraus.

Nel caso dell’evoluzione temporale, avevamo notato che la rappresentazione di
Kraus dell’evoluzione del sottosistema 1 deriva dall’evoluzione unitaria del sistema
composto da 1 e un sottosistema 2 (che funge da ancilla). Ci chiediamo se cio
sia vero in generale. Possiamo cioe affermare che ogni evoluzione generalizzata,
descritta da una qualsiasi classe di operatori di Kraus, sia indotta dall’evoluzione
unitaria di un sistema piu grande?

Sistema 1 Sistema 2
(esempio: (esempio:
esperimento) ambiente)
p—=p
S J
~~
U

Il quesito e per certi versi analogo a quello affrontato nel discutere la purificazione
di uno stato misto, e procediamo in maniera simile.
Partendo dalla mappa U : p; — p} vogliamo allora trovare 1’evoluzione unitaria
U5 che agisce su pyo inducendo U; per p;. In altre parole, vogliamo interpretare
una generica “evoluzione generalizzata” U; come un’evoluzione unitaria U o di un
sistema piu ampio osservata da una delle sue parti.

Distinguiamo due casi:

o Il sottosistema 1 evolve unitariamente tramite U;. Ma allora una U; s :

Hi @ Ho — Hi ® Ho unitaria che agisce sul sistema 1 4 2 ¢ data da:
U =U1 @1
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Dimostrazione. Supponiamo che lo stato iniziale di 1 sia [|¢), puro, e
quello di 2 sia [0),. Uy4o € il prodotto tensore tra una matrice unitaria e
I'identita, e quindi € unitario. Si verifica immediatamente che tale Uj o
induce I’evoluzione data da U; per p;:

Pll = ’12‘1"(012(15)) = TQI"(UH-Q |¢>1 |0>2 <¢|1 <0|2 ULQ) =
dim Ho

= ]; <k|2 (Ul ® H2) |¢>1 |0>2 <¢|1 <0|2 (UI ® H2) |k>2 =
dim Heo

= > (k10 O]k UL |9), (], U] = Uipi U]
k=1
Il risultato si generalizza anche considerando per p; un generico stato misto,
dato che vale p; = 3, pn |¢n) (¢n] € le operazioni svolte nella dimostrazione
(evoluzione unitaria e traccia) sono tutte lineari. Analogamente, non e
richiesto che py corrisponda ad uno stato puro: se cosi non ¢ basta estendere
Hs e purificare lo stato.

o Il sottosistema 1 evolve non unitariamente, tramite un processo che puo
essere rappresentato da operatori di Kraus {FEy}r=1.. v, Ex : H1 — H:

-----

M M
=N "ExpmEl Y EE, =1 (3.35)
k=1 k=1

Questo ¢ il caso generale in cui i sottosistemi 1 e 2 interagiscono durante
I’evoluzione. Si trova allora che Uy, 5 in questo caso e dato da:

M

Vs ), 0), = S(E © L) ), [K), (3.36)

k=1
dove {|k),}+L, & una qualsiasi base ON di Hs, con M = dim Ho.

Dimostrazione. Supponiamo che lo stato iniziale del sistema sia |¢), |0), =

[40)15-

Dimostriamo che:

1. Uy,5 ¢ unitario. Possiamo vederlo mostrando che preserva le norme:

(iwﬂ |, (k IQ(EZ®H2)> 64:(]3[@]12) |¢>1|z>2> _

(0115 Ul 42Usy2 [10),,

M M M
Zzwwmﬁmw =" (| BB [p) =
@) =1 =1 ~—~— k=1

Ol
wz%ww o V1V =1

dove in (a) usiamo il fatto che gli Ej agiscono solo su H;, ossia sul primo
sottosistema, e lasciano invariato il secondo. Tutto cio vale anche se al
posto di [¢) consideriamo uno stato misto (per la linearita delle operazioni
coinvolte).
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2. L’evoluzione dello stato pio del sistema composto secondo U induce 1’evolu-
zione di p; data dagli operatori di Kraus {Ej}. Partiamo dal caso in cui p;
descrive uno stato puro, ossia p; = [¢) (], da cui p12 = [110) (110]. Allora
si ha:

pr="Tr(p1a(t)) = Tr (Ur42p12U115) =
= Tr(Ury2 [¢¥0),, (0], U1+2)

% (k] (fj Bl 0 ) (52 (0l 23l 10, =

k= m=1

M M
= Z (k1) (m | k) E W>1 <¢\1EL:ZE;€|1D>1 <w‘1El-£:
k=1

klm=1">"""—~—
Okt Okm
M
= Z EkplEk
k=1

Nel caso invece p; sia uno stato misto, tale risultato continua a valere: avremo
infatti p1 = 32 pi [¥i) (¥i], e quindi p1a = p1®|0) (0], e sfruttando la linearita
dei passaggi svolti nella dimostrazione si arriva sempre alla tesi del teorema.

3.3.3 Motivazione delle misure generalizzate

Abbiamo visto come un’evoluzione unitaria su un sistema grande si traduce in
un’evoluzione generalizzata sui sottosistemi di cui &€ composto (e viceversa).
Analogamente, si trova che una misura proiettiva sul sistema composto si traduce
in una misura generalizzata sui suoi sottosistemi. In generale, percio, misure
proiettive su un sistema non sono piu proiettive se esaminate dal punto di vista
delle singole parti.

Sistema complessivo Misura proiettiva

Consideriamo nello specifico un sistema 142 (sistema in esame + ancilla) che viene
fatto evolvere unitariamente da Uiy, che come abbiamo visto in ¢ legata
all’evoluzione generalizzata definita dagli operatori di Kraus {Ex} su 1. Per un
sistema che parte da [¥(0)),, = 1), |0), otteniamo:

(W (t))1 = Ur2[¥), |0 kZEk V)1 1K)y = pra(t) = [W(1))15 (U(D)]1y

Consideriamo una misura proiettiva sul secondo sottosistema per verificare se si
trovi o meno nello stato |i),, e che quindi equivale ad un operatore che proietta la
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funzione d’onda nel sottospazio generato da |7),:

P =T ®1i), (il,
Calcoliamo la probabilita di ottenere ¢ dalla misura:
M

> (Ex[)y) [k)y (W, BL) (K,

kK

= Tr(pi2(t )15) Tr <

(Hl ® |Z>2 <Z‘2)> =

dim H1 dim Ho
= Z Z (ml, (nl, (ZEkW wllEzi@(k'\inb(i\z) Im)y [n)y =

k,k!

=1Tr <Z Ex [), (], Ef @ (k' [1) [k)y <i!2> =

kK’

dimHi2 M

= > > iml Belw), (@], ELIm), (n| k) (K |4) (i|n) =
mn ki ——— —— ——
’ Onk Oy din

dim H1 ; dim H1 : ;
= Z <m|1EZ|¢>1 <77Z)|1Ez |m>1 = Z <¢|1Ez |m>1 <m|1Ez |¢>1 = <¢|1EzEz |@Z)>1
(@ “m ) —_—

Iy

dove in (a) usiamo le § di Kronecker per identificare k' = k = n = i, “collassando”
tre sommatorie in un colpo solo.
Al passaggio segnato (*) possiamo anche riscrivere come:

= Tr(Ep E)) o Tr(p EIE;) = Tr(py M) M;)

dove in (b) usiamo la ciclicita della traccia, e nel passaggio finale riconosciamo in
E;, che generalmente non sono proiettori, gli operatori M; che avevamo introdotto
nel definire le misure generalizzate.

Riepilogando, una evoluzione generalizzata S : p; — p} di un certo sistema 1
¢ sempre indotta dall’evoluzione unitaria su un sistema piu grande (e viceversa),
dato dall’'unione di 1 con un sottosistema 2, detto ancilla, con cui 1 puo interagire.
Possiamo ora effettuare una misura proiettiva su 1, utilizzando il formalismo di Von
Neumann, o una misura proiettiva su 2, che induce una misura generalizzata su 1 per
effetto delle correlazioni tra i due sistemi prodotte (generalmente) dall’evoluzione
unitaria. Cio apre un’intera classe di possibilita in piu per esaminare lo stato di 1,
che esamineremo nelle prossime due sezioni.

3.3.4 Weak Measurement

Sfruttando le correlazioni tra i sottosistemi 1 e 2 ¢ possibile estrarre informazioni
da 1 effettuando una misura proiettiva su 2, che si traduce - come abbiamo visto
nella precedente sezione - in una misura generalizzata su 1 (teorema di Neumark).
Cosi facendo l'idea e quella di perturbare il meno possibile lo stato di 1, dato che
non lo si sta “direttamente proiettando” come succederebbe nel caso fosse misurato
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direttamente.

Una misura debole consiste proprio in questo: dato un sistema 1 iniziale, lo si
correla con un sistema 2 (ancilla), poi si separano i due sistemi e si effettua una
misura su 2.

A tal proposito, ci limiteremo a dare solamente un esempio.

Consideriamo 2 qubit, uno appartenente al sistema in esame S e I'altro all’ambiente
E. Consideriamo per I'ambiente uno stato iniziale di riferimento |0), e per |¢g)
prendiamo uno stato generico. Lo stato totale del sistema ¢ quindi:

V) gp = (@|0) + B[1))s ® |0) p = a[00) g + B]10) g (3.37)

Consideriamo 'operazione unitaria U sul sistema:
U={(R.(0)s @ 1g}[(cosf)lsr — isinf (CNOT)gg| <1

dove la CNOT inverte o meno il qubit dell’ambiente |¢) , a seconda dello stato del
qubit del sistema [¢) .

Nella base computazionale {|00)¢p ,|01) g5, |10) g5, [11) g5}, la forma matriciale di
U ¢ data da:

Esempio: Weak
measurement di 2
qubit

1 0{0 O e 0 0 0 e 0 0 0
- 01,0 O 0 e 0 0 _ 0 e 0 0

0 0]e? 0 0 0 cosf)  —isinf 0 0 e cos  —ie?sinf

0 0|0 ¢ 0 0 | —isinf cos6 0 0 |—ie?sinf e“cosh

Applicando U allo stato iniziale (3.37) [¢) g = (, 0, 3,0)” troviamo:
U) = U 1) gp = €?(a|00) + Bcosf[10) — iBsind |11))sp =
= (]0)g + fcosB|1)g)|0); —ifsind|1)¢[1)p

Consideriamo ora una misura sul qubit dell’ambiente (che possiamo pensare come
parte dello strumento utilizzato per estrarre informazioni dal sistema). Abbiamo
due possibili risultati:

o Il qubit dell’ambiente viene trovato nello stato |0) con probabilita po:

po = (¥| (Is ® |0} ; (0lp) [¥) = |al* + B[ cos® 0 = |af* + |B]* (1 - 60> + O(6"))

~ o + |8~ = 1~ |8P6° ~ 1
——— <1

1
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In questo caso il nuovo stato (normalizzato) del sistema S & dato da:
o)« = al0)g+ Beost|l)g  al0)g+ Bcosl|l)g
Y8l T [P cos? 0 J1— |36
2
~ (a]0)g + fcos|1)g) (1 + ‘62‘02> ~
L o2p2 0 1B 2\ _
a(1+§]ﬁ\ 9)\0>S+6(1—2> <1+29 ) -
Lo 8P -1Y\
a1+ 51800%) )5 +.5 (1+ 25— ) -

= a (1+ ;We?) 0)s+5 (1~ ;|a|202) 1)

Q

dove in (a) abbiamo usato la normalizzazione, per cui |3 — 1 = |B]? — |a|* —
|8]> = —|al?>. L’uso delle espansioni di Taylor ¢ giustificato dal fatto che
0~ 0.

« D’altro canto il qubit dell’ambiente viene trovato nello stato |1), con proba-
bilita p;:

pr=1-po=laf* + B> |af* = |8 cos?d = |B|*(1 — cos>0) = |[*sin 0
~IpPet <1

E in tal caso lo stato finale del sistema S € |[¢1)s = |1)4

Una misura debole, percio, nella maggior parte delle volte (p ~ 1—|3]26? ~ 1) lascia
il sistema in uno stato poco perturbato (|1)¢ =~ |¢) di partenza), e raramente
(p = |B]?6?) lo distrugge proiettandolo su [1).

L’informazione estratta da un tale processo € decisamente parziale: se misure
ripetute trovano sempre |0) , sappiamo che [¢)y) 4 € probabilmente molto prossima a
|0) g, dato che in tal caso § = 0. Inoltre, a seguito di ogni misura, si puo modificare
[ in modo controllato.

Del resto, ripetere molte volte una misura debole produce lo stesso effetto di una
misura proiettiva.

Nota. Il processo di weak measurement esemplificato puo essere trattato in maniera
equivalente utilizzando il formalismo delle misure generalizzate { My, M;} date da:

My = (09 (05 + cos 1) (1]
M, =sinf|1)4 (1]

che infatti verificano:

S MIM; =1

Si verifica che tale scelta di { My, M, } ricostruisce le probabilita delle misurazioni e
gli stati proiettati. Usando la base {|0)4,|1)¢} per la notazione matriciale:
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« Per |0)

po = (1| MMy [¢) = (a* 6*) ((1] COZ@) ((1) COOSQ) (g) = |a|® + |B]* cos® 3

o) _ Myp)  a|0) + Beos|1)
ST Uk P+ [P cos? B

o Per 1),

p1 = (| M{ M, |¢) = (a* 6*) <8 51?19> <8 si?ﬂ) (;) = |B)?sin? @

_ Mify) _ Bsinf[1)
[V1)s = g \/3\2sm29_|1>

3.3.5 POVM Measurement

Una tipologia ancora piu generale di misure ¢ data dai POVM Measurement,
ossia i Positive-Operator Valued Measurement. L’idea e di considerare un
sistema in cui non ci interessa il suo stato finale. Cio e utile per esempio in
ottica quantistica, dove la particella “viene distrutta’ff] dopo esser stata rivelata
dall’apparato sperimentale, e potrebbe anche non essere facile replicare la misura
nelle stesse condizioni iniziali. Per esempio, possiamo pensare al caso di un fotone
che incide su un detector e produce un click.

Possiamo trattare formalmente tale processo introducendo un set di operatori
non-negativi {F;},—; s tali che la loro somma sia l'identita:

f: F=I (3.38)

=1

Ogni F; descrive un possibile esito di una misura, che avviene con probabilita data
dal valor medio:

bi = <¢| Fi[)

Poiché gli F; sono non negativi sappiamo che p; > 0, e dalla condizione di
completezza (3.38)) vale:

M

dopi= (I Filv) = (¢]¢) =1

i=1

Percio si ha che le F; descrivono un insieme massimale di esiti della misurazione.

Nota: nel caso la misura sia fatta su uno stato misto p;, la probabilita dell’esito
i-esimo si ottiene da p; = Tr(F; p;).

er esempio puo essere riassorbita, o finire dispersa a seguito di interazioni complesse.
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Nota 2: Non diamo nessuna espressione per lo stato del sistema successivamente
alla misura, su cui non vengono fatte ipotesi.

Nota 3: Se vale la decomposizione F; = MJMZ- ritroviamo il caso delle misure
generalizzate (che a loro volta contengono tutte le possibili misure proiettive).

Anche in questo caso ci limitiamo a dare un esempio.
Consideriamo un processo che genera due possibili stati [1)1) e [12) dati da:

|p—1) = sin 6 ]0) + cos @ |1)
|[Yp=2) = sin 6 |0) — cos @ |1)

con 0 <0 <m/4

Abbiamo una sola particella, che si trova in uno dei due stati, ma non sappiamo
quale. Potendo fare una sola misurazione, I'unica cosa che possiamo sperare di
ottenere e discriminare tra i due stati possibili. Un modo ovvio per farlo ¢ misurare
nella base delle [¢), ma cio ¢ generalmente difficile da fare sperimentalmente,
poiché non e detto che sia possibile avere a disposizione un detector per qualsiasi
base.

Supponiamo allora di lavorare con uno strumento che puo dare tre possibili risultati
i = 0,1,2. Assumiamo che le probabilita di ottenere un certo esito i siano
modellizzate dal valore atteso di certe matrici F; non-negative:

1 1 _
Fy=— Lo == I " = 0 0 r =tanf
2\p o2 2\ —p o2 0 1—1r2

Si verifica che 3°; F; = I, e quindi le {F;} descrivono un POVM-Measurement.

Calcoliamo allora la probabilita che il detector produca un esito 7 a partire dallo
stato k-esimo:

p(ilk) = (V| Fi |[¢r)

Risulta che p(1]1) = 0 e p(0]|2) = 0. Percio se i = 1 escludiamo sicuramente |t),
se ¢ = 0 si esclude [1), e se ¢ = 2 non si puo escludere nessuno dei due.

3.4 Canali quantistici

Il formalismo introdotto nelle sezioni precedenti ci consente ora di caratterizzare
alcuni fenomeni utili. Per esempio, nella pratica, nessun sistema S puo essere
totalmente isolato dall’ambiente E che lo circonda. I fenomeni di interazione
introducono percio rumore nell’evoluzione degli stati, che cessa di essere unitaria.
In particolare, un fenomeno importante ¢ dato dalla decoerenza, in cui si creano
correlazioni tra sistema e ambiente che hanno 'effetto di distruggere le sovrapposi-
zioni quantistiche in cui si trova .S, trasformando stati puri in misture statistiche.
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Cio puo risultare estremamente dannoso per la computazione quantistica, dato
che stati puri entangled sono necessari per diversi protocolli (es. teletrasporto
quantistico). D’altro canto, la decoerenza si instaura anche nel meccanismo che
porta ad una qualsiasi misura, e gioca un ruolo fondamentale nel trasformare
stati coerenti propri della MQ in stati classici. Per esempio, nel noto esperimento
mentale del gatto di Schrodinger, il motivo per cui non risulta possibile osservare
una sovrapposizione non fisica gatto vivo-gatto morto e legato a tale meccanismoﬂ

Introduciamo allora la nozione di canale quantistico C', con cui intendiamo in
generale un qualsiasi processo fisico - non necessariamente unitario - che trasforma
uno stato pg di un certo sistema S in uno stato pj:

C: ps — ps

In particolare, se pg ¢ uno stato puro, non ¢ detto che lo sia anche pf.
Esamineremo ora le caratteristiche di alcuni canali quantistici d’interesse.

3.4.1 Decoerenza di un qubit

Partiamo da un modello semplice per il fenomeno di decoerenza. Consideriamo un
sistema S costituito da un singolo qubit, che si trova inizialmente in un generico
stato puro [¢):

of* ap”

o' |B?

Gli elementi sulla diagonale di pg sono detti popolazioni, e descrivono la probabi-
lita di ottenere rispettivamente gli esiti 0 o 1 da una misura di o,.

D’altro canto, i termini fuori dalla diagonale sono detti coerenze, e appaiono solo
nel caso [¢) presenti sovrapposizioni quantistiche degli stati della base utilizzata.

[¥) = al0) + BI1) = ps = [¢) (¢] =

Il fenomeno di decoerenza D, distruggendo le superposizioni, ha come effetto
I’annullamento di tali termini.

. la> 0

P 0 |8

Tale trasformazione puo essere schematizzata dall’azione di una CNOT, che usa
come qubit di controllo il pg, e lo correla con lo stato |0); dell’ambiente:

uttavia7 la decoerenza non risolve il problema della misura in MQ. La decoerenza spiega
come mai scompaiano le sovrapposizioni quantistiche, ma non come dalle risultanti possibilita
mutualmente esclusive si giunga ad una e una sola realta, cosa che & tuttora oggetto di numerose
interpretazioni.
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Ps Ps

0} D

Figura (3.2) — Schema dell’azione CNOT che “distrugge” le coerenze di pg

Vediamo come. Lo stato iniziale del sistema qubit-ambiente ¢ dato da:

Vo) sp = [¥)s ®[0) p = ([00) + 5 [10)) sk
L’azione della CNOT lo porta a |i);):

[U1) = a |00>SE + |11>SE (3.39)

In altre parole, quando il sistema ¢ nello stato 0, lo stato dell’ambiente rimane
imperturbato, ma quando il qubit S e nello stato 1, il qubit di F viene invertito.
La |¢1) € uno stato non separabile, cioeé entangled: la CNOT ha quindi correlato S
ed E.

Si verifica ora che py ottenuta eseguendo la traccia parziale di p; = |11) (1] ha i
termini di coerenza nulli:

;o _ ’@’2 0
Ps = TEle) (1] = ( 0 |5|2>

Fisicamente, lo stato finale significa che 'ambiente conosce lo stato di .S -
infatti conoscere |¢) , equivale a conoscere [1)) ¢, dato che a correlazione tra i due e
perfetta. In altre parole, cio significa che 'ambiente ha misurato il sistema S. Cio
ha Deffetto di spostare i coefficienti o e 8 da |¢) 4 a pg. Sperimentalmente, poiché
non si ha accesso allo stato globale, ma solo alla parte del sistema, cio equivale ad
una perdita di informazione accessibile.

Notiamo inoltre come ’evoluzione di sistema 4+ ambiente sia unitaria, mentre
quella del solo sistema non lo sia - come abbiamo notato nelle precedenti sezioni
nell’esaminare I’evoluzione di una matrice ridotta.

Esaminiamo allora tale evoluzione non-unitaria “che distrugge le coerenze” foca-
lizzandoci sul primo sottosistema. Per il teorema di rappresentazione di Kraus,
esistono certi operatori { F}} tali che:

ps i ps = EwpEl S ELE, =1 (3.40)

k k
Lo stato di un singolo qubit ¢ codificato in un vettore ¢’ nella sfera di Bloch (3.11}
pag. [70), e puo essere scritto nella base {I,5;} delle matrici hermitiane 2 x 2.

Possiamo allora osservare 1’evoluzione in quest’ottica:

1
PS:*(H+F'5):>P%:§(H+F/'5) (3.41)
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dove 7 e 7’ sono due vettori nella sfera di Bloch.

Poiché pg — p’y € lineare, la mappa 7+ 7’ ¢ una trasformazione affine:
P Ps ) 1YY

F? 7= Mr+¢ (3.42)
per una certa matrice Msy3 e vettore ¢ € R3.

Scrivendo gli operatori di Kraus nella stessa base:

3
By =yl + > awd
=1
¢ possibile trovare una relazione tra le entrate di M e c e i coefficienti 7, ag che
definiscono gli operatori di Kraus Fj. La procedura fa uso della decomposizione
polare di M = OS, con O matrice ortogonale e S simmetrica e non negativa, e
risulta nelle seguenti relazioni esplicite:

3

3 3
My, =" {@ljafk + aj;an + (!’nl2 -y !%!2) Ok + 1) €rp(may, — ’Yz*azp)}
=1 p=1 p=1
3

— 9 *
cj =21 Z €jlm A1 Ay,
k,l,m=1

Origine della trasformazione affine e interpretazione geometrica.
We can expand the Kraus matrices as E, = Il + 33, a0y our full expression
becomes

1 - = * *
p—p = Z (%]I + Z aikai) 5 (I+7-4) (%H + Z ajka;> (3.43)
i j

k

and our claim is that

1 .
o= 5(]1 + (M}r; + ¢i)o;) (3.44)

for some matrix Mf and vector ¢;. This can be readily seen by noticing that:

1. products of Pauli matrices are linear combinations of Pauli matrices: o,0, =
5ab]1 + igabco-c;

2. the Kraus transformation sends density matrices into density matrices, so
the trace of p’ will still be 1 and we will be able to separate the trace term
[/2 from the traceless Pauli matrix part (that is, there will not be any
transformation-dependents coefficients multiplying the identity).

Now, to see that it is a contraction recall that Tr p> < 1. We will apply the formula:

- =

(@ -3)b-3) = (@-b)I+i((@AD)-3) (3.45)
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So then:

Tr [(p)?] = T Ll; T+ &)2} = Tr [1 (HW <1  (3.46)

A ]1+77~5>

Because Tr(7’ - &) = 0, by using trace linearity we derive:

L1 P

1
T = (1 +|F']*) < 1
ST = S+ ) <

Tr [(p')’]
therefore |r'| < 1: the image of the unit sphere is contained in the unit sphere.

Geometricamente, possiamo immaginare di applicare (3.42)) all’intera sfera di Bloch
in una volta sola. In tal caso, 'effetto € quello di contrarre la sfera in un ellissoide.
Il processo ¢ in generale non invertibile, dato che tutte le matrici densita che
differiscono per i soli termini di coerenza vengono mappate nello stesso stato finale.

Figura (3.3) — Rappresentazione geometrica della trasformazione p — p’ dal punto di vista dei
vettori nella sfera di Bloch. Generalmente il processo non & invertibile, e il
volume puo solo diminuire.

3.4.2 Canale bit-flip

Oltre a distruggere le coerenze, il rumore provocato dall’interazione sistema-
ambiente puo inserire errori nell'informazione contenuta nello stato trasmesso.

Per esempio, consideriamo un canale quantistico che “inverte” - tramite 1’azione di
o, (gate NOT) - un qubit con una certa probabilita p = |a|?, lasciandolo invariato
nei restanti casi (1 — p). Matematicamente, una tale trasformazione S ¢ realizzata
da:

p=38(p) = |af owpol + (1 —|af*)p
—~—
p

Riconosciamo in quest’espressione la rappresentazione di Kraus:

1
o =8(p) =Y ExwpE]
k=0

con gli operatori {Ey, £} dati da:
Ey = /1 — a1 E, = |alo,
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Per esempio, & mappa lo stato puro p = |0) (0| a quello misto:
p=10) (0] = p' = [af* [1) (1] + (1 — |a]*) [0) (0]
E in maniera analoga per p = |1) (1]:
p=11) (1] = p = [l 0) (O] + (1 —[a*) [1) (1]

Geometricamente, il bit-flip corrisponde alla trasformazione affine data da:

¥=uz

y =1-2lal)y

7 =(1-2lal*)z
z

Figura (3.4) — L’operazione di bit-flip deforma la sfera di Bloch contraendola lungo le direzioni
§ e 2 di una quantita 1 — 2|a|?, e lasciandola invariata lungo #

Possiamo interpretare tale canale come ’azione di una C-NOT sullo stato iniziale
p, condizionata da un qubit ausiliario |1), che codifichi la probabilita di inversione:

) = al0) + V1 —af?[1) (3.47)

|1/J>c Ox

Figura (3.5) — Schema del circuito a gate quantistici equivalente all’operazione di bit-flip

3.4.3 Canale phase-flip

Analogamente al bit-flip possiamo considerare 'operazione che inverte la fase
relativa di un qubit con probabilita |y|?. La descrizione ¢ identica a quella del
canale precedente, se non nell’uso di o, al posto di o,:

P =38(p) = Y|o.pol + (1= |y*)p
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Esplicitando la rappresentazione di Kraus si ottiene:

1 Ey=/1- I
k=0 Ey = |v]o.

(3.48)

I1 canale quantistico mappa uno stato puro |¢;) = p©|0) + v |1) nella mistura
statistica:

/

p'=38(p) = [ o) (o= + (1= [71?) lo+) (@4

Per un generico stato p, invece:

_ [ Po Q r_ p 04(1—2”}/|2) 3.49
g (a* 1—po>Hp (04*(1—2|7!2) 1—p ) (349

Notiamo che per |y|?> = 1/2, ossia nel caso in cui I'inversione di fase avvenga casual-
mente, i termini di coerenza della matrice densita vengono annullati. 11 canale di
phase-flip, percio, costituisce un secondo modello per il processo di decoerenza.

Geometricamente la sfera di Bloch viene deformata da:

' = (1-2p*)x
y = (1-2]y)y

Z =z

ossia in un ellissoide simmetrico rispetto all’asse 2 (figura |3.6)) - analogamente, a
meno di una rotazione, a quanto visto per il canale bit-flip.

Figura (3.6) — L’operazione di phase-flip deforma la sfera di Bloch contraendola lungo le
direzioni # e § di una quantita 1 — 2|a|?, e lasciandola invariata lungo 2
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Figura (3.7) — Schema a gate quantistici dell’operazione di phase-flip (= schema del bit-flip,
ma con o, al posto di o)

3.4.4 Canale bit-phase flip

Mettendo insieme i due canali appena esaminati, consideriamo ’operazione che con
una certa probabilita |3]? = p effettua sia un’inversione del qubit che un’inversione
della sua fase relativa:

p' = S(p) = |B]Poypol + (1 —[B])p

L’interpretazione geometrica, analogamente ai casi precedenti, porta ad una
contrazione con simmetria attorno all’asse 4:

Figura (3.8) — Canale di Bit-Phase Flip

3.4.5 Depolarizing channel

Unendo tutte e tre le ultime operazioni (con una certa probabilita p) otteniamo il
funzionamento del depolarizing channel:

1
p' = 3lowpol + oypof + opol] + (1 = p)p

dove stiamo usando tutti e 4 gli operatori di Kraus:

s - (v )

Geometricamente cio equivale a una contrazione lungo tutti gli assi:
r=\1—=p]|r
3]7
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Figura (3.9) — Azione del depolarizing channel sulla Sfera di Bloch

Applicando diverse volte tale canale e possibile far collassare I'intera sfera di Bloch
sull’origine (che & il punto fisso della trasformazione geometrica, e corrisponde a
=0 = p=1/2 - stato massimamente misto).

3.4.6 Amplitude damping

Consideriamo ora l'operazione in rappresentazione di Kraus:

+ JI=p
p/ — S(p) — E()PE(J)r + ElpE'li' _ (pOO pp11 pp(]l)
VI=ppo (1-p)pu

dove gli operatori di Kraus { £y} sono dati da:

E0:1 0 Elzo\/ﬁ
0 vI—p 0 0

Tale canale “trasferisce” parte della popolazione di |1) a |0). Lo si vede partendo
da uno stato eccitato |1):

p=I1) (1] = o =pl0) (0] + (1 —p) 1) (1]

Notiamo che tale trasformazione mappa uno stato puro in uno stato misto (dato
che ¢ una combinazione lineare di proiettori indipendenti).

Nella sfera di Bloch, il canale di Amplitude Damping ¢ rappresentato dalla
trasformazione

v9iI—0p 0
T JI=p r+ | 0 (3.50)
l—p p

che ha come punto fisso solo (0,0,1)" e contrae tutte le direzioni.
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Figura (3.10) — Schema grafico del canale di amplitude damping: la sfera di Bloch viene
contratta verso il punto corrispondente allo stato |0) (0|

Applicando n volte di seguito 1’azione del canale, ’elemento p;; della matrice
densita decade esponenzialmente:

2
14?0

(n) © _ Tam(ip) (0

pi = (1 =p)"pry = e o) ——=0
In altre parole, diviene sempre pit improbabile trovare il qubit nello stato |1).
Ricordiamo infatti che una generica matrice densita di un singolo qubit, nella sua

forma piu generale, ¢ data da:

dove 1 — py = p; ¢ la probabilita di ottenere |1) da una misura del qubit, ed ¢
proprio il termine che viene modificato dall’amplitude damping (o e a* calano di
conseguenza, dato che per normalizzazione deve valere |a| < v/po(1 — po)).

Cio significa che lo stato limite, dopo infinite ripetizioni, ¢ dato da:

che ¢ uno stato puro.

Percio, il canale di amplitude damping trasforma eventualmente ogni stato (puro o
misto) nello stato puro |0) (0]. In altre parole, 'ambiente “risucchia” I'informazione
contenuta nel qubit, azzerandolo.

Nota. L’azione §* di infinite ripetizioni del canale non equivale ad effettuare un
NOT su [1), anche se il risultato ¢ lo stesso. Nel caso di S, infatti, il processo (che
puo essere inteso come continuo) attraversa infiniti stati misti, ed e intrinsecamente
non-coerente.
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Amplitude,
damping

Figura (3.11) — Azione asintotica del canale di Amplitude Damping

3.4.7 Phase Damping

L’analogo per le fasi dell’amplitude damping ¢ detto phase-damping - e, come
vedremo ora, costituisce un terzo modello semplice per il fenomeno di decoerenza.

Supponiamo di partire da un generico stato p di un qubit, dato da:

«Q
a* 1 —pg

Nel canale di phase damping l'interazione del qubit con 'ambiente risulta in
rotazioni R,(0) ad angoli casuali, che modificano i termini di coerenza « (si parla
di phase kick):

#(0) = R.(6)pR1(6): sz):(exp(‘ig) 0 )
0 exp(ig)

Supponiamo che 'angolo € sia scelto casualmente da una distribuzione gaussiana
centrata in # = 0 data da:

1 62
0) = exp | ——
pl0) 4\ p( 4>\)
dove il parametro A ne specifica la deviazione standard.

Lo stato finale si ottiene allora integrando su tutte le possibili trasformazioni, pesate
dalla loro probabilita p(#) di essere attuate:

o = [ aopO)R0pRI0) = (p - >

—00 *

o 1—-p

dove gli estremi dell’integrale sono scelti in modo da rendere calcolabile analitica-
mente 'integrale della gaussiana.
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Integrando elemento per elemento si giunge allora a:

-2
P ae
a*e 1—0p

Confrontando con (3.49)), scopriamo che I"amplitude damping corrisponde al canale
di phase-flip, ponendo 1 — 2]y|?> = e=*, per cui scelta \ possiamo calcolare la

probabilita di inversione di fase |A|?.

3.4.8 Canale di de-entanglement

Consideriamo due qubit in uno stato entangled. Se uno qualsiasi dei due subisce un
fenomeno di decoerenza, 1’entanglement viene distrutto. Vediamo esplicitamente
come.

Partiamo da uno stato di Bell (massimamente entangled):

1

0%) = = (101 + [10)) = p = 5

o OO O
S == O
O R~ O
o OO O

~

dove la matrice p ¢ espressa nella base computazionale {|00) , [01),[10),]11)}.
Consideriamo ora un canale che distrugga i termini di coerenza (evidenziati in
giallo). Per esempio, usiamo il canale definito dagli operatori di Kraus Fy e F} cosi
specificati:

1 0 (0 O
FO—I[®F0:]I® 1 0 _ 0 cosf@|0 O
0 cosf 0 0 1 0

0 0 0 cos@
0O 0 |0 0
F1—1[®}N71:]I® 0 0 _ 0 sin6|0 0
0 sinf 0 0 0 O

0O 0 0 siné

Gli operatori di Kraus {ﬁo, ﬁ’l} costituiscono una descrizione equivalente ai (3.48))
per il canale di phase-flip.

Infatti:
«Q a cos
p=<p° >Hp’=FopFJ+F1pr=< bo )

a* 1 —pg a*cosf 1 —pg

109



che & equivalente a ponendo cosf = 1 — 2|y|%.

In effetti, la rappresentazione di Kraus di un superoperatore non ¢ unica (esattamen-
te come non ¢ unica la decomposizione in prodotti tensori di uno stato entangled),
e set di operatori equivalenti sono legati da opportune matrici unitarie. In questo
caso vale:

0

1 s 0
Z COS 5 S11 5
=0 sing  —cosg

Lo stato finale ¢ quindi dato da:

0 0 0 0
1 110 cosf 0
p=> FipFl =3
i=0 0 cos@ 1 0
0 0 0 0
Ponendo cosf = 0 si trova:
0 0|0 O
1 1 1
g | OO by 1)+ L 10y (10
210010 2 2
0 0|0 O

che ¢ uno stato misto (somma di proiettori indipendenti), e per di piu separabile
- nel senso generalizzatoﬁ di somma di stati sperabili (|01) e |10), presi con uguale
probabilita). In altre parole, le correlazioni presenti in p’ sono puramente di natura
classica, ossia derivano dall’ignoranza insita in una mistura statistica, e non di
natura quantistica: non vi & alcuna superposizione in p'.

L’effetto della decoerenza ¢, nuovamente, quello di “effettuare una misura” su p -
senza poterne pero conoscere 1’esito a priori.

Notiamo che il canale di de-entanglement non modifica i singoli qubit. Piu pre-
cisamente, se osserviamo l’evoluzione dal punto di vista delle matrici ridotte,
troviamo:

p = 510 {01] + 10} (10] + [01) (10] + [10) 01]) = p = Trp = (10} (0] + [1) {1]) = 31
. ;(|01> (01] + [10) (10]) = = ;(|0> O + 1) (1) = ;}1

e analogamente vale py = pf, (per simmetria).

In altre parole, la decoerenza distrugge le correlazioni tra i due qubit, ossia la parte
di informazione “senza analogo classico”. In questo caso, due qubit inizialmente
entangled divengono alla fine completamente indipendenti I'uno dall’altro. In un
certo senso, la decoerenza riduce qubit a normali bit.

orneremo pit avanti sulla caratterizzazione dell’ entanglement in stati misti

110



3.5 Master equation

Cerchiamo ora un’equazione, analoga a quella di Schrédinger, che descriva 'evo-
luzione (generalmente non unitaria) di un sistema aperto, ossia interagente con
I’ambiente.

Sia p(to) lo stato del sistema in esame ad un istante ¢y, e piot(to) quello di sistema
+ ambiente (generalmente non separabile). Sappiamo che py evolve in maniera
unitaria, mediante 1'operatore U(to + At,t). Consideriamo un’evoluzione infinite-
sima (At = dt) e focalizziamoci (con una traccia parziale) sulla matrice ridotta

p:

p(to + dt) = Tramp [prot (to + dt)] = (3.51)
= Tromp. [U(to + dt, to) prot(to) U (to + dt, to)] (3.52)

Si ha percio che p(ty + dt) dipende da pg(to). Cio porta a due problemi:

1. Non conosciamo lo stato dell’ambiente, e vorremmo una equazione che riguardi
solo il sistema di interesse. Possiamo allora supporre (approssimazione
di Born) che 'ambiente sia molto grande rispetto al sistema, e che quindi
rimanga praticamente invariato a seguito delle interazioni sistema-ambiente.

2. La presenza di correlazioni tra sistema e ambiente fa si che, in generale,

prot(to) dipenda dagli stati p(t) per t < to. In altre parole, Uintera storia
del sistema, ossia tutti i suoi precedenti stati, puo influenzarne 1’evoluzione.
Cio ¢ ingestibile - nella pratica avremo a che fare con un solo dato iniziale,
ossia lo stato di partenza p(ty). Supponiamo percio che 'ambiente non abbia
memoria (approssimazione di Markov). Cio significa che I'informazione
puo solo “uscire” dal sistema, e il sistema “non puo accedere” a informazioni
sul suo passato registrate dall’ambiente.
Tale approssimazione ¢ generalmente valida se ogni effetto di memoria del-
I’ambiente avviene su tempi molto minori rispetto alle dinamiche di interesse.
A livello matematico, un’evoluzione Markoviana puo essere espressa (local-
mente) come soluzione di un’equazione differenziale del primo ordine:

p(t+ dt) = p(t) + p(t)dt + O([dt]?) (3.53)

Come visto nelle precedenti sezioni, la (3.52)) induce un’evoluzione generalizzata
sul sistema, che ha una rappresentazione di Kraus:

p(t+dt) =S8(t,t+dt)p(t) = Mi Ep(t)E} (3.54)

con M < N2, N = dim(H).

Richiediamo le seguenti (naturali) condizioni:

1. L’evoluzione per un tempo nullo equivalga all’identita: S(¢;t) =1
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2. S(t,t + dt) riproduca i risultati standard dell’equazione di Schrédinger
dipendente dal tempo nel caso di un’evoluzione unitaria

3. Valga la condizione per la rappresentazione di Kraus:

M-1

N ElE, =1y (3.55)
k=0

Le prime due condizioni sono soddisfatte scegliendo gli operatori di Kraus {E}}
dati daf

1
Ey=1+ £(—iH + K)dt (3.56)
Ej, = VdtL, (3.57)

dove H e K sono operatori hermitiani, mentre L, sono generici operatori, detti
operatori di Lindblad.

Imponendo la (3.55)):

1 1 M-1
[11 + £ (iH + K)dt} @I + (il + K)dt} + Y Ll =1
k=1
9 M-1 B M1
oKt Y LiLidt +O(dtf) =0 = K = =3 Y LiLy (3.58)
k=1 k=1

dove in (a) espandiamo al primo ordine.

Sostituendo (3.58)) e (3.57)) nell’espressione iniziale (3.54)) giungiamo a:

plt-+0) = plt) — (. (0t + 5 (Lep(®L] — SELLup() ~ o)LL) di + Ot

(3.59)

Riconosciamo nel primo termine ’evoluzione data dall’equazione di Heisenberg,
come desiderato.

Nell’approssimazione di Markov ’evoluzione & data da un’equazione differenziale
del primo ordine:

p(t+dt) = p(t) + p(t)dt + O([dt]?) (3.60)

Confrontando (3.60) e (3.59) giungiamo allora alla forma principale della ma-
ster equation, detta anche equazione di Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad
(GKSL):

) l 1

1
p=—7H. |+ (LepLi S Lk Lip — ipLLKk)

na derivazione completa della master equation ¢ presentata in [I5]. Daremo qui solo
qualche cenno.
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Un’altra forma (equivalente) per la stessa equazione ¢ data da:

. ; 1 N2-1
p=—7H o+ 55 .Zl Aij {low, po}] + [oip, o]}
,)=

dove A é una matrice positiva, e {o;} & la base delle matrici Hermitiane data da:

I
TN Tr(o;) =0 >0 Tr(olo;) = 6,

og =

3.6 Crittografia e meccanica quantistica

Con crittografia si intende I'insieme di tecniche necessarie a rendere una comuni-
cazione sicura, ossia inaccessibile a chiunque non sia il destinatario inteso.

Nel corso della storia si sono susseguiti metodi via via piu sofisticati per ottener cio.
Per esempio, i romani utilizzavano una striscia di cuoio da attorcigliare attorno ad
un’asta di legno. Il messaggio confidenziale era quindi scritto in verticale sul nastro,
che poi veniva srotolato, risultando cosi in una sequenza disordinata di caratteri.
In questo modo, solo disponendo di un bastone con lo stesso diametro era possibile
replicare la configurazione iniziale, e quindi leggere il messaggio. Tale asta e quindi
detta chiave (e in questo caso € proprio un oggetto fisico), in quanto consente a
chi la possiede di accedere al contenuto del messaggio cifrato senza difficolta.

In crittografia si suppone che la chiave sia condivisa tra mittente e destinatario,
e che nessun altro ne sia in possesso. Il meccanismo di cifratura, tuttavia, puo
essere di dominio pubblico: un cifrario si dice sicuro se, pur conoscendone perfetta-
mente il meccanismo, non e possibile decifrarne i messaggi senza conoscere la chiave.

Parallelamente alla crittografia, la crittoanalisi si occupa di “forzare” i cifrari, os-
sia svelarne i contenuti cifrati senza essere in possesso delle informazioni necessarie
per farlo (ossia della chiave).

Per esempio, un cifrario molto comune in passato e la cosiddetta sostituzione
monoalfabetica, che consiste nel sostituire ogni carattere del messaggio con un
altro. La chiave e allora data da una tabella che mostra le sostituzioni effettuate,
permettendo quindi di invertirle e decifrare il messaggio.

In ogni lingua, tuttavia, certe lettere compaiono piu frequentemente di altre. Da
un’analisi statistica delle frequenze del messaggio cifrato (che supponiamo sufficien-
temente lungo) & percio possibile riconoscere una certa parte delle sostituzioni, e
ricavare per tentativi le altre - ricostruendo cosi la chiave. Percio la sostituzione
monoalfabetica non e, al giorno d’oggi, un cifrario sicuro.

3.6.1 Crittografia classica

Possiamo schematizzare il processo crittografico come una trasformazione Fi
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(encryption) che mappa il messaggio da cifrare P (plaintext) nel messaggio cifrato
C' (ciphertext), e che dipende da un parametro K detto chiave (key):

P Ex(P)=C

Tale trasformazione deve essere invertibile: possedendo K si puo decifrare C' e
riottenere P. Esiste quindi una mappa inversa Dy (decryption):

Consideriamo uno schema specifico per Ex (cifrario di Vernam). Partiamo
associando ad ogni lettera un codice numerico:

A— 00, B—01,C—02,...,Z7+ 26

Possiamo allora prendere un messaggio P="“Shaken not stirred”, e una chiave K
composta di numeri casuali, e combinarle un numero alla volta per formare il
messaggrio criptato C:

EK(B) = (P + K})moa2s = C;
La trasformazione inversa e data da:

ﬁK(Cz) = (Cz - Ki)monG = P’L

Tale schema puo essere implementato facilmente in un computer convertendo P e K
in una serie di bit (per esempio tramite il codice ASCII). Detti allora {p1, p2, ..., pn}
i bit del messaggio e {k1,...,kx} quelli della chiave (con k; € {0,1} e p; € {0,1})
si ha:

dove @ indica uno XOR, che equivale ad una somma in modulo 2. Per decifrare si
segue il medesimo schema:

pz:DK(Cz>:Cz@kz V’L:]_,Q,,N
Matematicamente, si dimostra che tale processo genera messaggi sicuri, nel senso

di completamente indecifrabili, solo se K ha le seguenti proprieta:

o K & completamente casuale

o K ¢ usata una volta sola (One Time Pad)

Sicurezza del cifrario di Vernam. Se la chiave K e casuale ed e lunga quanto
il messaggio P, anche il messaggio cifrato C' sara, effettivamente, composto di
caratteri casuali. Procedendo per forza bruta, tentando tutte le chiavi K possibili, &
possibile decifrare da C' una qualsiasi stringa di testo: il messaggio cercato e percio
nascosto tra una miriade di “messaggi spurii” che, non conoscendo K, risultano
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ugualmente validi. Per esempio, il messaggio originale potrebbe essere il seguente:

P: In the name of the moon I will punish you!
K: So meb odyo nc eto ldme t hewo rldisg onn
C: Ab f1f bdks bh xas xrar B dmhz gfqgkn mbh

Una scelta casuale di K puo produrre pero P completamente diversi, ma lo stesso
“sensati”:

C: Abf 1fb dksbh xasxrar bdmhz Gfq gknm bh
K: Txh nrh fwykd ssfxgpt Bhmxv irw ugwi iq
P: Hey you youre finally awake You were tr

Se la chiave K ¢ scelta casualmentd” non vi sono scelte “piu probabili” di altre, e
quindi non vi ¢ alcun modo per ricavare il messaggio P corretto, e nemmeno quelli
“piu probabili”.

Risulta pero di estrema importanza non riutilizzare la stessa chiave K. In tal
caso, infatti, e possibile immediatamente ricavare informazioni sui messaggi cifrati.
Siano a; e b; i caratteri di due messaggi (con alfabeto di N caratteri), e k; quelli
della chiave usata per cifrare entrambi. Si ha allora:

Ci:(li—i‘ki IIlOdN; dZ:bz—i‘l{?z mod N
Sottraendo membro a membro:

Si trova cosi una relazione diretta tra i due messaggi. Si puo ora procedere per
tentativi, cercando di indovinare singole parole di A e B compatibili con tale
relazione, in un processo detto crib drag. L’idea di base ¢ che vi sono parole
comuni facilmente contenute in ogni messaggio (es. the in inglese). Per esempio,
ipotizzando che {b;};—1.. 5 = “Hello”, possiamo ricavare da le prime 5 lettere
di A. Se queste ultime “hanno senso” (per esempio risultano in “Helpm”) allora si
ha conferma del tentativo appena fatto. Possiamo ora espandere quanto ricavato
per A (es. “Help me please”) e di conseguenza ottenere nuovi caratteri di B, che -
ammesso abbiano senso - possono portare a loro volta a nuove ipotesi, e cosi via.

Poiché un computer puo tentare migliaia di parole comuni in ogni possibile posizione
dei messaggi A e B, la ripetizione di una chiave vanifica la sicurezza del cifrario di
Vernam.

uindi non come nell’esempio appena visto...

La sicurezza del cifrario di Vernam richiede quindi di poter condividere una chiave K
che ha la stessa lunghezza del testo, e che deve pervenire unicamente al destinatario.
Si presuppone quindi di avere un canale sicuro per fare questo passaggio: peccato
che questo fosse proprio il problema che volevamo risolvere in partenza!

Un tale schema, detto a cifratura simmetrica, pone quindi il problema della
distribuzione delle chiavi, che non ¢ di facile risoluzione. Lo scenario peggiore si
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ha se qualcuno riesce a intercettare la chiave senza che né mittente né destinatario
se ne accorgano, poiché in tal caso il canale ritenuto sicuro e invece compromesso.

3.6.2 Quantum Key Distribution (QKD)

Il problema di distribuzione delle chiavi trova soluzioni efficaci tramite tecniche di
Informazione Quantistica.
I due protocolli principali sono:

« BB84, che fa uso del principio di sovrapposizione e del no-cloning theorem

o E91, per cui invece si usa I'entanglement

In questa sezione ci concentreremo sul primo.

3.6.3 1l protocollo BB84

Supponiamo che Alice (A) voglia trasmettere a Bob (B) una chiave da utilizza-
re per future comunicazioni crittografate, facendo si che nessuno possa intercettarla.

Alice puo generare qubit nelle basi B, (autoket di 4,) o B, (autoket di &,).
Scegliendo come base computazionale gli autoket B, avremo:
1

B.={0),[)}  B.= {\}5(|0> +11)), \/5(|0> — 1)}

Il protocollo prosegue percio nel seguente modo:
1. Alice genera una stringa K di bit classici completamente casuali '}

K; =0011100000001101

2. Alice codifica la stringa K; associando ad ogni 0 un qubit nello stato |0) o
|+) in modo equiprobabile (meta degli 0 diverranno |0), meta diverranno
|+)). Fa lo stesso per gli 1, codificandoli o con |1) o con |—). Ottiene quindi
una sequenza di qubit Ks:

Ky = 10) [+) [1) [1) [=) |0) [-) |+) - -
3. Alice trasmette K5 a Bob mediante un canale quantistico

4. Bob misura ciascun qubit nella base B, o B, in modo casuale, e registra i
risultati in una stringa di bit classici K3. Avremo allora due possibilita:

« Se Bob sceglie di misurare un qubit nella stessa base che Alice aveva
usato per inviarlo, allora riottiene lo stesso bit classico che era stato
usato in partenza (con una certa efficienza, limitata dalla presenza di
rumore nel canale di trasmissione, e dalle efficienze degli apparati di
produzione/rilevazione degli stati quantistici).

1[i(\) si puo fare con un generatore di numeri casuali classico, o misurando sovrapposizioni
quantistiche equiprobabili.
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+ Se invece Bob usa una base diversa da Alice otterra un risultato casuale.

Per esempio, se Bob sceglie di misurare con B,, B,, B,, B,,... potrebbe
ottenere per Kj:

K3 = 001010. ..

5. A questo punto Alice e Bob condividono le basi utilizzate rispettivamente
per generare o misurare gli stati dei qubit:

Alice : B, , By, B.,B., By ,B.,B:, By
Bob: B., By, B.,B;, By ,B:, B, By

In questo modo Alice e Bob sanno in quali casi il bit classico e sicuramente
pervenuto all’altro. Basta allora tenere tali bit “correttamente comunicati”
comporre con essi la chiave:

K =00100...

: H/V Basis
1
I
1
-
Polarizers | Al i i s
Horizontal - Vertical |00 i ’_1—— ,
~ “ | V-f'——-*"f_ i Bob
1 ! 0
Diagonal (-45°, a45°)| | ; - i
NV ! :
— 9 = 1 | ‘ ‘ 1
7/ |\ H :
BitSequence! 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 |
Photon chucncc% Vi I P P t !
1 1
] 1
DODDDOEOREEE | s
i 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 i DetectionResults
Compatibility | ¥ v % v v v % x v % v | Compatibility
1 I
Key{ - I 001 - -1 -1 0} Key

Figura (3.12) — Esempio di distribuzione quantistica di una chiave tramite il protocollo BB84.
Alice parte da una sequenza di bit iniziale e la converte in una successione di
qubit in 4 stati possibili. Solo quando Bob misura il qubit nella stessa base
usata da Alice per generare gli stati allora il bit classico iniziale ¢ stato
correttamente ricevuto.

Immaginiamo che una terza persona, Eve, cerchi di intercettare il messaggio. Per
farlo non puo duplicarlo (no-cloning theorem), e quindi I'unico modo ¢ fare diret-
tamente delle misure, secondo una sequenza di basi nuovamente arbitraria. Poiché
¢ molto difficile che Eve faccia al 100% le stesse scelte di Bob, quando A e B si
scambiano le informazioni sulle basi utilizzate, Eve potra al piu recuperare parte
della chiave.

Tuttavia, la misura di Eve condiziona i risultati delle misure di Bob: se Eve sbaglia
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la base, puo far collassare il qubit in uno stato diverso da quello generato all’inizio
da Alice. Cio produce differenze nella chiave K condivisa tra Alice e Bob, che
possono essere rivelate tramite tecniche di teoria dell’informazione classica. In
altre parole, non e possibile per Eve intercettare le comunicazioni senza alcuna
interferenza.

Esaminiamo alcune tecniche che possono essere attuate da Alice e Bob per migliorare
la sicurezza del canale (ed eventualmente determinare la presenza di ascoltatori):

1. Determinare I’errore R: Alice e Bob condividono parte delle loro versioni di
K, calcolando la percentuale di bit differenti. Se € molto alta, cido puo essere
il risultato di un canale di comunicazione fallace, o della presenza di qualcuno
che sta cercando di intercettare il messaggio. In tal caso conviene effettuare i
dovuti controlli e rigenerare K.

2. Information reconciliation: se il rate di errore R e sufficientemente basso,
¢ possibile correggere i bit errati di K senza condividere la chiave stessa.
Un modo per farlo ¢ dato dal suddividere K in stringhe di lunghezza [, tali
che ciascuna sottostringa contenga probabilmente al pitt un solo errore (ossia
tali che Rl < 1). A tal punto Alice e Bob calcolano la parita di ogni stringa:

P=bDby® - Db

Le parita possono essere condivise senza problemi, poiché non permettono di
ottenere informazione sui singoli bit b;. Se le due P coincidono, sapremo che
(molto probabilmente) tale stringa é stata correttamente ricevuta. Altrimenti,
probabilmente vi & un errore (bit-flip). In tal caso si procede per bisezione,
dividendo la stringa a meta e confrontando le parita delle due nuove parti:

Po=bi @b @ - ®barye; Po=0bu-1)241 B bu-1)j242 D Dby

Se Alice e Bob cancellano 'ultimo bit prima della bisezione (b; - che infatti
non compare nel calcolo di P,), allora vanificano ogni informazione ottenuta
da terzi grazie alla precedente parita P condivisa.
Proseguendo per bisezione & percio possibile (seppur con una certa perdita di
bit) trovare esattamente i bit errati e correggerli.

3. Privacy Amplification. Dalla misura di R ¢ possibile stimare il massimo
numero di bit k£ che Eve puo conoscere. Alice e Bob scelgono allora un s € N,
e costruiscono n — k — s set di bit di K (presi a caso, secondo uno schema
comune), dove n ¢ la lunghezza di K. La parita dei qubit di ciascun set forma
allora un bit di una nuova chiave. Si puo dimostrare (Leftover hash theorem)
che tale processo fa si che Eve non possa ricavare alcun bit - dato che per farlo
dovrebbe possedere una certa informazione su ogni bit di K. Inoltre, maggiore
¢ s (che porta a qualche bit scartato) minore é 'informazione accessibile ad
Eve (che decade come O(27%)).

D’altro canto, Eve potrebbe tentare vari approcci per cercare di capire la chiave:
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o Intercept & Resend: Eve misura il qubit in arrivo in una base generica, e
poi lo rinvia. L’effetto di una misura proiettiva, tuttavia, perturba molto lo
stato iniziale, e quindi un attacco del genere e facilmente individuabile da
Alice e Bob

o Translucent Attacks: Eve fa interagire il qubit inviato da Alice con un
altro qubit “ausiliario” e rinvia il qubit iniziale senza averlo misurato. Solo
quando Alice e Bob condividono le basi allora Eve misura il qubit ausiliario.
Si trova che, in ogni caso, c¢ido o perturba lo stato iniziale, o non consente di
ricavare informazione utile dalle correlazioni. Percio, almeno finora, non si e
trovato nessun modo efficace per portare a termine un attacco del genere.

« Attacchi collettivi: Eve manipola interi blocchi di qubit in una volta sola.

In ogni caso, & possibile rendere 'informazione che Eve ha su K arbitrariamente
piccola, indipendentemente dalla strategia messa in atto da Eve (Nielsen e Chuang,
2000).

3.7 Dense coding

Tramite un opportuno canale quantistico e possibile trasmettere 2 bit classici
inviando un solo qubit, supponendo che mittente e destinatario condividano due
qubit in uno stato di Bell (entangled).

Alice Bob
2 bits Code 1 qubit

Encode 2_blt>s

S

Figura (3.13) — Schema del protocollo di Dense Coding

Alice H U H D’\/

N Bob

S

%)

Figura (3.14) — Rappresentazione del canale come azione di gate quantistici

Il protocollo consiste nei seguenti passi:
1. Preparazione. Si crea uno stato entangled:
1
V2

I due qubit vengono poi lasciati uno ad A e uno a B.

%) = CNOT(H ®1) 00) = —=(|00) +[11))
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2. Messaggio. Alice sceglie quali 2 bit classici inviare, e a seconda della scelta
compie una certa operazione U sul suo qubit.

Bit U
00 I
01 6,
11 6,
10 6,

Tabella (3.1) — Operazioni U svolte da Alice a seconda della combinazione dei 2 bit classici che
vuole inviare a Bob

Avremo quindi 4 possibili stati finali per |¢T):

(e D) |6) = = (100) + 1) =[¢*)
(62 @1)|67) = —(110) + o) = [u*)
6y @1 |67) = =(110) o)) = |u)
(G- 8 1) |o*) = —=(100) = 1)) =[¢°)

3. Comunicazione. Alice manda il suo qubit a Bob attraverso un opportuno
canale quantistico.

4. Misura. Bob esegue 'operazione inversa di quella al punto 1 sui due qubit
che ora possiede, e il cui ¢ stato ¢ un certo [¢):

[CNOT(H @ )] ! |¢) = (H ® 1) CNOT B

dato che sia CNOT che H ® I sono hermitiane e unitarie (e quindi ciascuna
¢ pari all’inversa di se stessa).

Ricordando che la CNOT inverte il secondo qubit solo se il primo ¢ 1 (ossia
mappa |11) <+ [10), e lascia invariati gli altri stati), prodcediamo calcolando
I’azione di B sui quattro possibili stati:

67) f<|oo>+|1o>> f|+>|>(H®D 5 1010)
\¢+>—>7 1)+ jo1)) = f|+>| ) o 510
]w>—>7|11> 1) = 5 1) 1) o 75 01D
) w7500 = 110) = Z51)10) = 5 1) 1)
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Misurando gli stati dei due qubit dopo l'applicazione di B, Bob puo percio
ricavare i 2 bit classici scelti da Alice al punto 2. Si e cosi realizzata la
trasmissione di 2 bit al prezzo di un solo qubit.
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Correlazioni quantistiche

Nelle precedenti sezioni abbiamo notato come i canali quantistici offrano possibilita
in apparenza piu ampie dei corrispettivi classici, permettendo per esempio una
crittografia sicura o di trasmettere una maggiore densita di informazioni. Come
sara chiaro nei prossimi paragrafi, tali opportunita sono consentite dalla presenza
di correlazioni quantistiche non-locali che non possono essere realizzate da canali
puramente classici. Partiremo quindi esaminando i comportamenti non-locali della
MQ (confermati dalla violazione delle disuguaglianze di Bell), per poi cercare
metriche per quantificare tali correlazioni, mostrando infine che senza di esse risulta
del tutto impossibile ottenere risultati simili a quelli esaminati nelle precedenti
sezioni.

4.1 Bell Inequalities

Nel 1964 John Stewart Bell formulo uno dei pit importanti teoremi sui fondamenti
della fisica, dimostrando che ogni teoria che si proponga di spiegare determinate
misure sperimentali (come la Meccanica Quantistica) debba necessariamente inclu-
dere comportamenti non-locali. Citando la risposta di Bell stesso in un’intervista
del 1988 alla domanda “Cosa significa localita?”:

“Si tratta dell’idea che ogni azione abbia conseguenze solo nelle immediate
vicinanze, e che ogni conseguenza piu lontana sia piu debole, e arrivi a
destinazione solo dopo un intervallo compatibile con il limite della velocita della
luce. La localita e I'idea che gli effetti si propaghino in maniera continua, che non
saltino improvvisamente da un punto all’altro.”

Una definizione rigorosa di localita[9][10].

Una qualsiasi definizione di localita e necessariamente ancorata ad una scelta di
“variabili locali” che si presuppone rispettino la condizione qualitativa appena speci-
ficata. Per esempio, il fatto che alla morte della regina di Inghilterra il principe del
Galles divenga immediatamente re non risulta in un nessun fenomeno non-locale,
dato che una convenzione puo “trasmettersi” a velocita arbitrarie. Analogamente,
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nella teoria classica dell’elettromagnetismo non sorge alcuna preoccupazione nell’af-
fermare che il potenziale scalare si propaghi con velocita infinita - poiché essendo
una grandezza dipendente dalla scelta del gauge non ¢ considerata come “fisica”,
ma solo come un utile ausilio per i conti.

Per questo, Bell considera nella sua trattazione della localita solo una particolare
categoria di teorie fisiche, dette a “beable locali”.

Esplicitamente, una teoria fisica T' € un qualsiasi insieme di leggi che consentono
di prevedere, a partire da un set di informazioni sul mondo fisico, le probabilita
di eventi futuri. Se X & una descrizione completa di un sistema, e A ¢ un possibile
evento, la teoria T" permette allora di calcolare:

X > P(A|X)

Se T e “ben specificata”, deve essere chiaro quali siano gli elementi “che possono
essere considerati reali” (detti beable) e che sono oggetto delle leggi, indipenden-
temente da ogni osservazione. Tali beable devono includere, necessariamente, le
impostazioni degli apparati sperimentali, e le letture degli strumenti. In altre
parole, per poter anche solo introdurre il concetto di localita, & necessario che una
teoria assuma quali grandezze “vadano prese seriamente”; ossia abbiano un “ruolo
privilegiato” rispetto ad eventuali artifizi matematici.

Un particolare beable ¢ detto locale se corrisponde ad una regione dello spazio
fisico (es. il momento di una particella), e non-locale altrimenti (es. la funzione
d’onda in MQ), che appartiene ad uno spazio astratto molto piu ampio di quello
“fisico”). Ha senso quindi parlare delle beable locali contenute in una regione R dello
spaziotempo, mentre beable non-locali non sono “ancorate” a specifiche posizioni.

Consideriamo allora una 7' che contenga solo beable locali, e ci chiediamo se possa
essere considerata locale (o localmente causale). Facendo riferimento alla figura

29I

1. Consideriamo le beable locali by e by (es. setup di apparati ed esiti di misure)
contenute rispettivamente nelle regioni 1 e 2 separate da un intervallo di tipo
spazio.

2. Indichiamo con 3 una regione, appartenente al passato di 1, che separi
completamente 1 dal passato di 2, e contenga tutte le beable B3 necessarie
affinché la teoria T possa predire le probabilita delle beable in 1.

3. Allora T si dice locale se e solo se specificare le beable in 2 non modifica le
predizioni che si possono gia dare per 1, ossia se:

P(b1|B3, b2) — P(b1|B3) ng (41)
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Figura (4.1) — In una teoria locale, I'informazione completa contenuta nella regione 3 del
diagramma di Minkowski e sufficiente a determinare le probabilita degli eventi
nella regione 1, indipendentemente da quanto accade nella regione 2.

Tale definizione permette, grazie al ruolo di Bs, di distinguere tra i casi di semplici
correlaziont e i sistemi in cui si ha un effettivo comportamento non-locale. Per
esempio, sia by 'evento di avvenuta cottura di un uovo in una pentola e by lo squillo
di un timer. Se le informazioni Bs (es. la temperatura dell’acqua, lo stato dell’uovo)
consentono di determinare che dopo pochi istanti avverra by, il realizzarsi di by “non
modifica la predizione”, e la teoria che consente tali previsioni e locale - nonostante
by e by siano ovviamente fortemente correlati.

Se cio non avviene - per esempio se per qualche motivo 'attivarsi del timer “istan-
taneamente cuoce I'uovo”, dovremmo per forza dedurre che vi e stato un “influsso
a distanza” del timer sulla cottura dell’'uovo. Notiamo che per consentire tale
conclusione, 3 deve rispettare entrambe le ipotesi specificate, ossia essere completa
e fungere da barriera. Se Bz non contiene tutte le informazioni necessarie per
predire by, il realizzarsi di by puo dare alcune delle informazioni mancanti. Nell’e-
sempio, misurare la temperatura dell’acqua in B3 ma non lo stato dell'uovo non
consente di determinare che in by sara cotto, e quindi by “ha un influsso istantaneo’
sulle previsioni - ma questo e dovuto all’ignoranza dello sperimentatore, e non ad
un’effettiva non-localita.

Analogamente, se B3 non scherma 1 dal passato di 2, allora possono esservi eventi
comuni al passato di 1 e 2 che non sono contenuti in B3 e non sono prevedibili
dalla sola conoscenza di B3, ma che possono creare correlazioni tra 1 e 2, rendendo
quindi diverse P(b1|Bs,by) e P(b1|Bs3) (ma solo in teorie stocastiche).

9

Si puo estendere il criterio di localita anche a teorie T che contengono beable
non-locali, come la MQ. In questo caso, la condizione diviene solo necessaria
per la localita, e le beable in B3 comprendono i valori che la funzione d’onda assume
su una “famiglia di superfici di Cauchy” in Bj (ossia sui luoghi geometrici dello
spaziotempo corrispondenti a determinati “istanti”).

Concentriamoci ora sulla definizione matematica di localita in un preciso sistema
di interesse[§].

Consideriamo una sorgente S che produce coppie di qubit entangled (per esempio
coppie di particelle con spin entangled nell’esperimento di Stern-Gerlach, o fotoni
“duplicati” da un cristallo non-lineare), che sono fornite a due osservatori, Alice (A)
e Bob (B), spazialmente separati (figura [£.2)).

Ciascuno dei due ha a disposizione un set di possibili misure (permesse dagli
apparati di cui & in possesso) che puo svolgere sul proprio qubit. Indichiamo con
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X Tosservabile scelta da Alice, e con Y quella di Bob. A seguito della misura, A
otterra un esito a € o(X), e B un esito b € o(Y).

Misura X Misura Y

Alice |:| 0 |:| Bob

Sorgente S

a b

Figura (4.2) — Schema dell’esperimento di Bell per esaminare la non-localita della MQ. Una
sorgente S di coppie di particelle entangled invia una particella ad Alice e una a
Bob, che eseguono rispettivamente una misura X e Y sulla loro particella,
ottenendo come risultati a e b

In generale, ripetendo 'esperimento (partendo sempre dallo stesso stato iniziale),
Alice potra ottenere un risultato a’ # a, e Bob un & # b, a seconda della natura
(potenzialmente diversa) delle misurazioni X e Y effettuate, o di incertezze intrin-
seche al sistema. In ogni caso, abbiamo a disposizione una teoria 1" che permette
di determinare la probabilita P(a,b|X,Y) di ottenere come esiti a e b per una
specifica scelta di X e Y.

1. Non e detto che tale probabilita sia fattorizzabile:
P(a,b|X,Y) # P(a|X)P(b]Y)

poiché potrebbero essere presenti correlazioni tra esiti di misure diverse
(per esempio b potrebbe dipendere dal risultato a di Alice).

La sola presenza di correlazioni, tuttavia, non significa che vi siano fenomeni
non-locali in gioco: le correlazioni potrebbero essere dovute all’origine comune
delle particelle misurate.

2. Supponiamo che la teoria T sia locale, e che le misurazioni di A e B avvengano
in regioni 1 e 2 separate da un intervallo di tipo spazio (figura .

Figura (4.3) — Diagramma di Minkowski per lo scenario di Bell. Gli apparati di Alice e Bob si
trovano nelle regioni 1 e 2, e lo stato del sistema ¢ definito nella regione 3.
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L’unico modo per spiegare le correlazioni tra a e b ¢ allora dato dall’esistenza di
parametri A che definiscono lo stato iniziale (nella regione 3) e che permettano
di calcolare le probabilita P(a,b|X,Y, ). In altre parole, in una teoria locale
devono esistere “parametri locali” che sono gia definiti quando le particelle
sono separate, prima della misura, e che ne descrivono completamente il
comportamento - spiegando di conseguenza ogni correlazione.

. I parametri A possono anche non essere misurabili (“variabili nascoste”),
ma possiamo osservarne ’effetto nelle correlazioni misurate. Poiché le A
contengono gia tali correlazioni, la probabilita condizionata diviene ora
separabile:

P(a,b|X,Y,\) = P(a|X,\) - P(b]Y, \). (4.2)

Derivazione della fattorizzabilita. Le osservabili scelte e i loro esiti
a,b, X, Y sono infatti beable delle regioni 1 e 2. Se T' & locale, allora possiamo
individuare una regione 3 tali che le beable A in esse contenute permettano di
calcolare le probabilita degli eventi in 1 e in 2, e che separi ciascuna regione
dal passato dell’altra. Si ha allora che ogni esito a,b dipende esclusivamente
da A e dal relativo setup sperimentale (X, Y") che si trova nella stessa regione:

P(a|lX,Y,b, ) = P(a|X, \)
P(bX,Y,a,\) = P(b]Y, \)

In particolare, notando che anche P(b|X,Y,\) = P(b|Y,\) e che, per la
definizione di probabilita condizionata, vale:

P(a,b\X, Y, )\) = P(a|X, Y,b|)\) . P(b|X, Y, \)
troviamo:

In realta perché cio valga e richiesta anche 'ipotesi che la scelta di X e YV
non modifichi il valore di A (la cosiddetta “free choice” o “no conspiracy”).
Cio e sensato, poiché la regione 3 puo contenere un numero enorme di beable,
e quelle che influenzano a e b possono essere scelte distinte da quelle che
influenzano X e Y. Cosi facendo, una diversa scelta di X e Y comporta una
variazione della “parte di A” che non ha alcun effetto su a e b, e quindi la
fattorizzazione vale ancora.

Per esempio, consideriamo un t¢rial per un nuovo farmaco, in cui misuriamo
effetto del farmaco (X7) o di un placebo (X3) su pazienti diversi. L’esito
(a) del test dipende da delle condizioni A (es. salute del paziente, sensibilita
al principio attivo, etc.) che si presume siano completamente diverse da
quelle usate per scegliere se somministrare il farmaco o meno (es. lanciare
una moneta). Percio si puo dire che X; e X5 non influenzano “la parte di \”
rilevante per 'esito a.
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Rigettare tale ipotesi significa affermare ’esistenza di una qualche “cospira-
zione” che spinge gli sperimentatori ad assegnare il farmaco solo ai pazienti
meno recettivi, cosa che ¢ del tutto irragionevole, e mina i fondamenti stessi
della possibilita di condurre esperimenti.

Nota: dato che la regione 3 interseca i passati di entrambe le regioni 1
e 2, nella definizione generalizzata di localita possiamo considerare tra le
informazioni contenute in 3 anche una funzione d’onda non separabile (cioe
entangled) che descriva lo stato delle due particelle.

4. In generale, A\ puo cambiare nel tempo (es. da un esperimento all’altro).
Possiamo allora pensare a A come una variabile casuale, che assume valori A €
A e si distribuisce secondo la densita di probabilita ¢()A). Sperimentalmente
ci interessano allora le probabilita marginalizzate, ossia:

P(abIX,Y) = [ dxg(N)p(alX p(b]Y: ) (4.3)

L’introduzione di variabili nascoste permette di spiegare (per esempio) come un
sistema intrinsecamente deterministico appaia indeterministico, non avendo accesso
a tutte le informazioni che ne descrivono lo stato. Per esempio, potremmo pensare
ad un modello come il seguente.

Consideriamo come base computazionale {|1),,|}),} gli autostati di 6, (spin lungo
Z per un fermione). Lo stato [¢) di un generico qubit e allora dato da:

|v) = cosg IT) + Sing 1) 6 € [0,2m)

Una misura di [¢) & indeterminata, nel senso che possiamo calcolare a priori
solamente la probabilita di un particolare esito. In particolare, si ottiene |1) con
p=cos?0/2, e ||) con probabilita 1 — p.

Tuttavia, potremmo considerare un modello in cui al qubit & associato un parametro
locale \ € [0, 1], uniformemente distribuito e non misurabile, che codifica ’esito
delle future misure:

e [1) se0 <A< cos?t
. |¢>sec032§§)\§1

Poiché non sappiamo A, non possiamo determinare a priori il risultato di una misura
di spin, ma possiamo solo darne una probabilita - ritroviamo quindi la descrizione
data dalla funzione d’onda in MQ, con il postulato di Bohr sulle probabilita.

Nota: il teorema di Bell non riguarda solamente le teorie alle variabili nascoste
deterministiche, ma offre condizioni che devono essere rispettate da ogni teoria
locale. In effetti, la condizione di localita (4.2) ¢ formulata in termini di sole
probabilita.
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Teorema 4.1.1. Le predizioni P(ab|XY) date dalla MQ non ammettono una
decomposizione della forma . Poiché la e una condizione necessaria
perché una teoria sia considerabile locale, ogni teoria compatibile con le predizioni
della MQ (verificate sperimentalmente) é quindi di carattere non-locale.

Dimostrazione.

Consideriamo uno scenario in cui Alice e Bob hanno ciascuno a disposizione due
apparati di misurazione, per cui X € {zg,z1} e Y € {yo,v1}. Supponiamo che
I'esito di ogni possibile misura sia binario, ossia a,b € {—1,1}.

Indicheremo con (a,;b,) il valor medio del prodotti degli esiti a,b per una scelta
fissata delle misure (z,y). Per esempio, (agby) ¢ il valor medio di a - b quando
X =x9eY =y

Esplicitamente:

(azby) = > abp(a,b|X,Y) (4.4)
a,be{-1,1}

L’idea ¢ ora quella di considerare un’arbitraria funzione S delle correlazioni (a,b,),
che ha la caratteristica di essere quella giusta per dimostrare il teorema:

S = (aphy) + (agby) + (a1bo) — (a1by) (4.5)

Dimostriamo ora che in una teoria locale (dove quindi vale la fattorizzazione (4.3))
deve essere S < 2 (disuguaglianza CHSH).

Tuttavia, calcolando S tramite la MQ, e valutando i valor medi per uno stato
massimamente entangled (es. uno stato di Bell), troveremo che S < 2 non vale: e
quindi la non puo essere compatibile con le predizioni della MQ.

Partiamo quindi supponendo di essere in una teoria locale, per cui vale la (4.3)).

Inserendola in otteniamo:
(b)) = 3 ab [ dAgp(alX. \p(BIY.N) =

a,be{-1,1}

dhg(A) D abp(alX, Np(b]Y, ) =

a,be{—1,1}

P
Bl

)

I
S~

ac{-1,1} be{—1,1}

(az)x (by) A

dove (a;)x e (b,)x sono i valori medi degli esiti a e b per una scelta di (z,y, \).
Sostituendo tale risultato in (4.5)) troviamo:

S = /AdA g(\)S)
Sx = (ao)a(bo)x + (ao)a(b1)x + (a1)a(bo)r — (a1)r(b1)a

Poiché a e b possono assumere valori tra {—1,+1}, i vari valor medi devono essere
compresi tra —1 e 1:

<a93>)\ S [_17 1] <by>>\ € [_17 1]
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Ma allora si ha:

Sx = (ao)x [(bo)x + (br)a] + (@) [(Bo)x — (br)a] < [(Bo)a + (bu)al + [(bo)a — (b1)al

dato che e possibile massimizzare Sy scegliendo (ag 1), in modo che i termini tra
parentesi quadre siano entrambi positivi. Precisamente, per la prima parentesi:

(a0} ((bo) + (b1)) < max[=1-({bo) + (b1)); +1- ((bo) + (b1))] = [{bo) + (b1)]

e una relazione analoga si ha anche per la seconda.
Siamo allora giunti a:

Sx < [{bo) + (ba)] + [{bo) — (b1)]

Possiamo supporre, senza perdita di generalita, che (by) > (by) > 0, e quindi
rimuovere i due valori assoluti e trovare:

Sy < 2(by) <2

Equivalentemente, siano z,y € [—1, 1], allora S\ = |z + y| + |z — y| < 2. Infatti,
prendendo il quadrato:

Sy =2+ 9" + 2zy + 2% + y* — 2zy + 2z + yllx — y| = 2% + 2¢° + 2[a® — y?|

che & uguale a 422 o0 a 442, e in entrambi i casi & S <4 = Sy < 2.

Si ha allora:

S:/d)\q(/\)SA§2/d)\q()\):2:S§2
A A
dato che ¢(\) & normalizzata.

Svolgiamo ora lo stesso calcolo con il formalismo della MQ. Consideriamo la base
computazionale {|0),|1)} degli autostati di 6,. Nella MQ, 'informazione completa
(M) necessaria per calcolare le probabilita di ogni misura ¢ contenuta nello stato
|1)) dei due qubit, che supponiamo essere massimamente entangled, ossia pari allo
stato di singoletto |¢7):

1
N

Supponiamo che Alice e Bob possano misurare lo spin delle rispettive particelle
in arbitrarie direzioni X e Y (€ R?). Esplicitamente, (X,Y") sono quindi scelte di
osservabili del tipo:

47) = —=(101) — 10)) 45

O,=X-7 O,=Y .7, 0= (04,04,0;)
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Detti X = (X1, X2, X3)T e Y = (Y1,Y3,Y3)T, nella base computazionale di un

qubit:
o X% XX\ 5. [ Y Yi-i%
X\ +iXs —Xs ) Yi+iY, —Ys

Le singole correlazioni che compaiono in Sy sono quindi date da:
(asby) = (¥~ |(X - )@ (V- 6)p|v7)

Nella base computazionale per 2 qubit {|00),|01),[10),[11)} vale:

0
1 — —
(b)) ==(0 1 -1 0)M =% (4.6)
0
X3Y3 X3(Y1 —iYa) (X1 —iXy)Ys (X1 —1X5) (Y1 — iY3)
(X1 +iX,)Y3 (X7 +1iX5)(Y) —iY5) —X3Y3 —X5(Y; —iY3)
(X +iX)(Y +14Ys)  —Ya(X +iX) —X5(Y1 +iY2) X3V

Restringiamoci al caso in cui Alice e Bob possano misurare solo lungo due direzioni
opportunamente predefinite in modo da massimizzare Sy. Nello specifico, Alice puo
misurare nella base “cartesiana”:

e Bob in una base ruotata di 3w /4:

= —(50 + 51) - —€
b = b =
’ V2 '

In questo modo la (4.6)) restituisce 1/v/2 per (agho), (aghy) e (aiby) (ossia tutti i

termini positivi in Sy) e —1/4/2 per 'unico negativo. Percio:

1 1 1 1 4
SA:\/?+\/§+\/§—<—\/§):\/§:2\/§>2

E quindi abbiamo una violazione della disuguaglianza CHSH.
Tale risultato, che deriva dall’aver assunto particolari postulati all’origine della
MQ), e sperimentalmente verificato.

4.2 Tipologie di correlazioni

Il teorema di Bell introduce un’importante distinzione tra le correlazioni che pos-
sono essere generate da fenomeni classici e quelle proprie di sistemi quantistici
entangled. In altre parole, vi sono misure quantistiche che non possono essere
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direttamente simulate con sistemi classici - nemmeno disponendo di potenza com-
putazionale illimitata. Basta infatti considerare due sistemi in uno stato intrecciato
paB, ber cui si vogliono calcolare le probabilita p(ab|zy) che una misura di x su A
risulti in a, e una di y su B risulti in b. Poiché tale distribuzione ¢ non separabile,
due osservatori A e B sufficientemente lontani da non poter conoscere (localita)
ciascuno le misure scelte dall’altro, non hanno modo - indipendentemente dalla
quantita di informazioni condivise in precedenza - di calcolare correttamente le

p(ablzy).

Vale allora la pena di considerare, in modo generale e completamente astratto,
alcune tipologie interessanti di correlazioni che possono esistere tra risultati a e b.

Si definisce scenario di Bell un esperimento in cui due osservatori distanti (Alice
e Bob) eseguono misure su un sistema fisico condiviso (es. una coppia di particelle
entangled), su cui non si fanno ipotesi (una black-box). Ciascun osservatore puo
scegliere tra m possibili misure, e ciascuna misura puo risultare in A esiti possibili.
Denotiamo le misurazioni scelte da A e B con X, Y € {1,...,m}, e i relativi esiti

cona,be {l,...,A}.

Ogni scenario ¢ completamente individuato dalla sequenza di probabilita p =
{p(ab|XY)} corrispondenti a qualsiasi scelta degli input (le possibili misure X,V
con m? scelte) e qualsiasi possibilita per loutput (gli esiti a, b, per altre A? scelte),
per un totale di A%m? parametri: e R’

Piu precisamente, p’ e confinato ad un sottoinsieme proprio P C RA*™* di dimen-
sione (A? — 1)m?, dato che valgono m? vincoli di normalizzazione:

XA: p(ab|XY)=1 VY(X,Y)e{l,...,m)?

a,b=1
Inoltre le probabilita devono essere tutte positive:
p(ab|XY) >0 Va,b, X,Y

A seconda delle proprieta della teoria che permette di calcolare le p(ab|XY'), vi
sono altri vincoli su p, che quindi appartiene ad un sottoinsieme piu piccolo di
P. In altre parole, la teoria restringe le possibili correlazioni (ossia le scelte degli
elementi di p). In particolare distinguiamo tra:

e Correlazioni No-signal: frutto di teorie che assumono solo I'impossibilita
di una comunicazione istantanea tra Alice e Bob. Si tratta di correlazioni
di forma piu generale rispetto a quelle permesse dalla sola MQ. Matema-
ticamente si suppone che le probabilita marginali calcolate da Alice siano
indipendenti dalla scelta delle misure fatta da Bob:

plalX) = p(a|XY) =D p(ablXY) VY
b

In parole povere, cio significa che le scelte di B non possono influenzare i
risultati di A (e viceversa) e quindi Bob non puo segnalare le sue scelte ad
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Alice (e viceversa).
Valgono allora i seguenti vincoli su p:

A A
> p(ab|XY) => p(ab|XY') Va,X,Y,Y’

b=1 b=1
A A
3 p(ab|XY) =3 p(ab|X'Y) Vb,Y, X, X' (4.7)
a=1 a=1

La regione di P individuata da tali vincoli ¢ denotata con N'S.

Per esempio, nel caso {A =2}, con a,b € {—1, 1}, le relazioni (4.7]) possono essere
scritte mediante dei correlatori. In effetti, si puo dimostrare che {(A,), (B,), (4, B,)}
bastano in questo caso a definire lo scenario di Bell, dato che da essi possiamo
determinare le p(ab|XY') tramite:

(Az) =D ap(alX)
(By) = Zb:p(blY)

(AyBy) =) abp(ab|XY)

ab

Pab|XY) = {11+ a(As) +b(B,) + ab(A.B,)]

La porta allora a:
1+ a(A;) + b(By) + ab(A,B,) >0
In particolare, se (A,) = (B,) = 0 si trova:
~1<(A,B,) <1

2. Correlazioni da teorie locali (“classiche”). Come visto nelle sezioni prece-
denti, in una teoria locale deve valere una condizione di separabilita, “mediata”
da parametri locali A € A con distribuzione g(\):

plablXY) = [ dxq(N) plalX, ) p(blY: N)

La regione di P individuata da tale vincolo ¢ denotata con L. Il complemento
P\ L contiene percio le scelte di p’ che contengono correlazioni non-locali.
Si puo dimostrare che tutte le correlazioni locali sono anche no-signal, ma
non vale il contrario. In altre parole: £ C NS.

3. Correlazioni Quantistiche. Consideriamo infine tutte le scelte di p che
sono permesse dalla MQ. Ricordiamo che una misura generalizzata x che
restituisce come esito a & descritta da un operatore POVM (Positive Operator
Valued Measure) My, tale che M,, > 0e Zle M, = I). La probabilita che
si ottenga l'esito a da una tale misura in uno stato p4 ¢ data da:

plalz) = Tr(paMa:)
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Estendendo al caso di un sistema composto nello stato pu, € Ha ® Hp, con
generiche POVM M,,: Hqg — Ha e My,: Hp — Hp, otteniamo allora la
condizione:

p(ab|azy) = Tr(pABMa\x ® Mb\y)

Senza perdita di generalita, allargando opportunamente gli spazi di Hilbert,
e possibile considerare solo stati puri (pari alle pap purificate) e solo misure
proiettive (per cui Mo Moy = Ogar Majz € Yq Moz = I4 e analogamente per
M,). In tal caso la condizione diviene:

p(ab|XY) = (Y| Pyx @ Pyy |¢)

Le probabilita calcolate in entrambi i casi sono le stesse (per costruzione),
e percio i due vincoli sono completamente equivalenti. Denotiamo con Q il
sottoinsieme di P da essi individuato.

Nota. Vi ¢ un modo alternativo di scrivere tali vincoli, spesso utilizzato in
QFT, in cui non si fa uso di una struttura di prodotto tensore tra i sistemi
di A e B. Si considera piuttosto un unico spazio di Hilbert H che comprende
I'intero sistema, e le misure sono descritte da “osservabili locali” che agiscono
su punti distinti e indipendenti, ossia proiettori ortogonali M, e My, che
commutano tra loro [Mg,, My,] = 0. Cosi facendo, si ottiene un’espressione
con un prodotto matriciale al posto del prodotto tensore:

p(ab|XY) = (Y| Mox Myy [¢) [M,x, Myy] =0

Denotiamo con @' il sottoinsieme di P che verifica tale condizione. Poiché
(M @ 1p, 14 @ My,] =0, Q C Q. Linclusione inversa vale nel caso finito-
dimensionale (dove quindi Q@ = Q’), ma non si sa ancora se valga in quello
infinito-dimensionale.

Si puo dimostrare che:

1. Le teorie locali ammettono una descrizione quantistica: £ C Q. In effetti, le
correlazioni tra stati separabili (non entangled) sono di tipo “classico”

2. Ogni comportamento quantistico soddisfa le condizioni di no-signaling: Q C
N'S. In altre parole, non ¢ possibile utilizzare qubit entangled per trasmettere
segnali a velocita superluminali.

3. Esistono comportamenti quantistici non locali (violazione delle disuguaglianze
di Bell), e quindi £ C Q ¢ una inclusione stretta.
Analogamente, si trova che le teorie no-signaling sono piu generali della MQ,
e quindi @ C NS ¢ anch’essa stretta. Mettendo tutto insieme giungiamo a:

L C @ CNS
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Figura (4.4) — Schema delle relazioni tra i possibili insiemi di scenari di Bell, delimitati da
vincoli nello spazio P (qui proiettati in d = 2). Si trova infatti che NS ha la
struttura di un politopo. 1 piani che separano le varie classi sono detti, in
generale, disuguaglianze di Bell.

Nel caso A =2, m = 2, la forma piu generale delle disuguaglianze di Bell e data
da:

S-p=Y Styp(ablXY) < S,

abXY

NS

2V2

Figura (4.5) — Relazioni tra @, £ e NS per A =2, m = 2.

4.3 Misura sperimentale della violazione delle di-
suguaglianze CHSH

Esaminiamo ora un possibile apparato sperimentale in grado di osservare la viola-
zione delle disuguaglianze CHSH.

Utilizzeremo come qubit lo stato di polarizzazione di un fotone, nella base {|H) , |V')}
di polarizzazione (lineare) orizzontale (H) o verticale (V).

Per generare qubit entangled impieghiamo il fenomeno di spontaneous parametric
downconversion. Certi cristalli (come ad esempio il borato di Bario, comunemente
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detto BBO) esibiscono un comportamento ottico non lineare. Cio rende possi-
bile la conversione di un fotone in ingresso in una coppia di fotoni, rispettando
conservazione di energia e momento (figura |4.6]).

Spontaneous Momentum Conservation

Parametric K K
Downconversion

signal

. Kpump
Pump s (signal) pump
Energy conservation
—_—
Nonlinear i (idler)
%2 crystal

Prume = s+ O

Figura (4.6) — A sinistra: schema del processo di spontaneous parametric downconversion.
Come visibile a destra, i due fotoni risultanti sono emessi in un cono di angolo
specifico.

Tale processo avviene con un’efficienza molto ridotta, e solo per certe frequenze
dei fotoni in ingresso. Per poterlo sfruttare, percio, ¢ necessario utilizzare un laser
sufficientemente potente.

A seconda della tipologia di cristallo, la polarizzazione dei due fotoni emessi e piu
o meno correlata a quella del fotone incidente. In particolare, in un cristallo con
phase matching di tipo 1, se il fotone iniziale ¢ polarizzato parallelamente ad uno
specifico asse del cristallo, allora i due fotoni risultanti hanno entrambi la stessa
polarizzazione, perpendicolare a quella iniziale.

Cio permette, per esempio, di convertire un fotone |V) in due fotoni |H):

V)= |H),®[H)p

Lo stato cosi generato e separabile, e quindi non entangled. Possiamo rimediare a
cio sovrapponendo due cristalli non lineari, con assi perpendicolari, e illuminandoli
con luce polarizzata a 45° (figura [4.7)). Il fotone iniziale ¢ quindi nello stato |iy):

1
V2

e percio ha uguale probabilita di dividersi in due fotoni polarizzati orizzontalmente
o verticalmente, a seconda del cristallo con cui interagisce.

1) = —=([H) +[V))
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H-polarized (From #1)

45 Deg
i/.».----(  SEEHa0000 ° V-polarized (From #2)

#1 #2

Figura (4.7) — I cristalli #1 e #2 hanno assi ottici perpendicolari: il primo verticale, il secondo
orizzontale. Percid #1 converte fotoni |V) — |H) ® |H), mentre il secondo
|H)Y — |V) ® |V). Utilizzando come input fotoni polarizzati a 45°
(sovrapposizione a pari coefficienti di |[H) e |V')) allora ogni fotone ha pari
probabilita di essere splittato da #1 o da #2. Fino a quando non viene fatta una
misura, entrambi i processi sono esplorati, e percio lo stato finale & entangled.

L’unico problema ¢ che, a causa dello spessore dei cristalli non lineari, i due coni
di emissione delle coppie di fotoni non coincidono. Percio i due percorsi possibili
(split nel primo cristallo o nel secondo) non sono perfettamente sovrapposti - e
quindi lo stato finale non ¢ una superposizione coerente, ma uno stato misto:

08 = S(HH) (HH| +[VV) (VV])

Tale fenomeno ¢ definito walk-off, e puo essere compensato “ritardando” uno dei
due fotoni tramite un altro elemento ottico. Cosi facendo otteniamo, finalmente,
uno stato entangled coerente:

1
V2

Non resta altro che effettuare misure di polarizzazione sui due fotoni entangled.
Per farlo, esaminiamo - punto per punto - il seguente setup:

[Yn) = —=([H) o [H)p + ¥ V) 4 [V)p)

Figura (4.8) — Setup sperimentale per la violazione delle disuguaglianze CHSH

1. In A si ha un laser di un’opportuna lunghezza d’onda (specifica per i BBO)
e sufficientemente potente. Il fascio viene polarizzato verticalmente da un
filtro.
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2. Il laser viene focalizzato e collimato da alcuni elementi ottici, e tramite una
coppia di specchi viene fatto incidere sul cristallo non lineare in B, dove
avviene il fenomeno di parametric down-conversion.

3. Ci concentriamo su uno specifico piano all’interno del cono di emissione delle
coppie di fotoni. In C, tramite opportuni elementi ottici, si sovrappongono i
due coni relativi ai due strati di cristallo non lineare, in modo da ottenere lo
stato coerente [t)g).

4. Dopo aver attraversato un’ulteriore lente, in D i due fasci di fotoni entangled
incidono su una coppia di iridi, che vengono regolati in modo da lasciar passare
solo la componente effettivamente sovrapposta (dove quindi I’entanglement &
massimo)

5. Ciascun fascio viene riflesso verso 'apparato di misura. Concentriamoci sul
fascio inferiore. In E si ha una lamina A\/2, che consente di variare ’angolo ¢
di polarizzazione lineare della luce incidente. Nel dettaglio, la lamina “riflette”
la polarizzazione della luce incidente rispetto al suo asse ottico (che puo essere
orientato a piacere):

Output
Polarization

Optical
Axis

Wave Plate

Input
Polarization

Figura (4.9) — Schema del funzionamento di una lamina /2. Poiché la lamina “riflette” la
polarizzazione incidente, orientandola a 6 = 45° & possibile convertire |H) in |V')
(e viceversa). Analogamente, per § = 22.5°, si converte una polarizzazione a 45°

(I+)) in [H).

Una lamina A\/4 (in F) ¢ presente in uno solo dei due fasi, e serve a fissare la
fase ¢ che compare in |1)9). A questo punto il fascio incide su un “polarizing
biscuit” in G, che & un normale cristallo birifrangente orientato in modo da
trasmettere al 100% la componente |H), e da riflettere quella |V). Poiché
possiamo convertire una qualsiasi polarizzazione in |H) orientando oppor-
tunamente la lamina A\/2, apparato consente di misurare la polarizzazione
lungo un asse arbitrario.

6. Infine, in H, si ha un rivelatore a singolo fotone, collegato ad un’opportuna
elettronica di acquisizione e ad un computer per la presa dati.

Per determinare la presenza o meno di entanglement, un modo € misurare un’osser-
vabile detta entanglement witness, tale da risultare in esiti differenti per stati
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separabili o stati entangled.

Un esempio € misurare le correlazioni in basi coniugate. Ci aspettiamo infatti
di osservare coppie polarizzate HH o V'V sia per [¢)s) che per |1)}), e allo stesso
modo di non osservare HV e V H (se non per le incertezze sperimentali dovute ad
allineamento, rumore, etc.). Tuttavia, misurando in una base diagonale, per |1;) ci
aspettiamo di misurare tanti fotoni polarizzati ++, e nessuno +—, mentre per [¢5)
misureremo fotoni con ogni combinazione di polarizzazione (++ e +— allo stesso
modo).

In presenza di entanglement possiamo misurare la violazione delle disuguaglianze
di Bell. L’idea e di misurare un fotone nelle polarizzazioni orizzontale e verticale, e
I’altro in diagonale e antidiagonale, eseguendo quanto gia visto in (4.5).

4.4 Quantificare ’informazione

Ci dedichiamo ora al problema di quantificare le correlazioni quantistiche. Per far
cio e necessario innanzitutto definire il problema, cercando un metodo preciso per

quantificare qualcosa di astratto come “I'informazione” contenuta in un messaggio.

4.4.1 Entropia di Shannon

Partiamo allora introducendo alcuni concetti di teoria dell’informazione classica.

Il problema di quantificare I'informazione contenuta in un messaggio fu risolto da
Shannon nel 1948, sfruttando un’analogia tra la complessita di un sistema fisico
(che ¢ “codificata” dalla sua entropia) e quella di un sequenza di caratteri.

Partiamo da alcune definizioni di base:

« Un messaggio ¢ una sequenza di lunghezza arbitraria N composta di lettere
scelte da un certo alfabeto A:

A={ay,...,a}

Assumiamo per semplicita che le lettere nel messaggio siano statisticamente
indipendenti 'una dall’altra. Precisamente, cio significa che ogni lettera
compare in una qualsiasi posizione nel messaggio con una probabilita p;
(conosciuta a priori) che non dipende dalle lettere che la precedono o la
seguond'} Naturalmente le p; devono rispettare le condizioni proprie delle
probabilita:

k
pi >0 Vi=1,...k; Yopi=1
=1

116 ¢ chiaramente falso nel caso di messaggi scritti in una lingua naturale, come ’italiano.

Per esempio ¢ molto difficile che k segua una m, ed ¢ molto probabile che una u segua una gq.
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Consideriamo allora una distribuzione di probabilita fissata, ossia la sequenza delle
probabilita delle k lettere dell’alfabeto: {p1,pa,...,pr}. Si definisce entropia di
Shannon la quantita:

k
H(py, .. px) = =) pilogy p;
i=1
dove la base del logaritmo € una scelta convenzionale (in genere si usa 2 con

riferimento all’alfabeto binario), e verra spesso omessa.

Esempio. Un messaggio binario ha caratteri scelti da un alfabeto di soli due
elementi: A ={0,1}. Avremo quindi 0 < p; =p < 1, e py = 1—p, da cui 'entropia
di Shannon ¢ data da:

H(p1,p2) = —plogyp — (1 — p)logy(1 — p) = H(p) (4.8)

0 1/2 1

Figura (4.10) — Grafico dell’entropia di Shannon H(p) per un messaggio binario.

Notiamo che H(p) = 0 per p =0 o p = 1. In altre parole messaggi costanti, cioe
formati da soli 0 o soli 1 hanno entropia minima (nulla). Viceversa, un messaggio
in cui 0 e 1 compaiono con la stessa probabilita ha entropia massima.

Cio ¢ consistente con linterpretare H(p) come “l'informazione media conte-
nuta in ciascuna lettera del messaggio”, o equivalentemente come una misura
di “ignoranza a priori”. Immaginiamo infatti di ricevere un messaggio costante,
interamente composto da 0 (come succede per p = 1), lettera per lettera. Poiché
sappiamo gia a priori che ogni lettera sara uno 0, la nostra ignoranza a priori e
minima (sappiamo gia tutto), cosi cosi come ¢ minima l'informazione ancorata
a ciascuna nuova lettera, dato che non aggiunge nulla a quanto gia sappiamo (e
infatti H(0) = 0).

D’altro canto, se p = 1/2 abbiamo ignoranza massima sul messaggio (che appare
completamente casuale), e ogni nuova lettera aggiunge H(1/2) = 1 bit di informa-
zione “nuova” alla nostra conoscenza.

Un’altra interpretazione lega un valore basso di H(p) ad un’elevata ridondanza
all’interno del messaggio, che puo essere espresso utilizzando un numero molto
piu basso di caratteri, ossia puo essere compresso con un grande guadagno di
spazio. D’altro canto, una H(p) vicina al massimo significa che il messaggio ¢

139

Interpretazione
dell’entropia di
Shannon



“molto casuale”, e quindi non si puo pensare di poterlo comprimere in un qualche
messaggio di lunghezza molto inferiore.

Un modo “naturale” [12] per ricavare I’entropia di Shannon parte dall’associare I'in-
formazione contenuta in un messaggio all’ignoranza a priori, e quindi all’incertezza
presente nella distribuzione di probabilita delle lettere nel messaggio. Concentria-
moci su una di esse, che compare con probabilita p. Potremmo stimare 1’incertezza
quantificando la “sorpresa” S legata all’apparire di tale lettera, che puo essere presa
come proporzionale a 1/p - piu piccola & p, piu alta e la sorpresa. Vorremmo pero
che tale “incertezza” (o sorpresa) sia additiva, ma S(p-q) = 1/(pq) # S(p) - S(q).
Possiamo recuperare l'uguaglianza definendo invece S(p) = log(1/p) = —log(p).
A questo punto, passando al caso di una distribuzione di probabilita {p1,...,px},
definiamo S(p) come la media pesata delle singole “sorprese” p;, ossia esattamente
come — > _; p; log p;, riottenendo cosi I'entropia di Shannon.

4.4.2 Noiseless Coding

L’ultima interpretazione dell’entropia di Shannon porta a pensare ad un collegamen-
to tra la quantita di informazione contenuta in un messaggio e la compressibilita del
messaggio stesso. Ci si aspetta, infatti, di poter codificare un messaggio ridondante
(ossia con poca informazione per lettera) in un messaggio significativamente pitu
corto.

In effetti, questo & proprio quello che succede, e un messaggio di n lettere puo
essere compresso ad uno di nH (py, ..., px) lettere, come dimostrato dal teorema
del noiseless coding di Shannon.

Teorema 4.4.1. Dato un messaggio di lunghezza n le cui lettere sono state scelte
indipendentemente tra loro da un alfabeto A = {ay,...,ax} con probabilitd a
priori {p1,...,pr}, esiste asintoticamente (ossia per messaggi di lunghezza grande
n — o0) una codifica ottimale per comprimere il messaggio usando H(py,. .., py)
bit per lettera, senza perdita di informazione.

Dimostrazione omessa.

Esempio. Forniamo solamente un esempio di applicazione del teorema del noiseless
coding (mediante il codice di Huffman). Consideriamo un generico alfabeto di 4
lettere A = {ay, as, a3, a4}. Ciascuna di esse puo essere codificata da 2 bit:

a1 < 00 ay <01 CL3H10 ay < 11

Per il teorema del noiseless coding ¢ possibile trovare una rappresentazione migliore,
ossia trasmettere lo stesso messaggio usando meno di 2 bit per lettera. Per farlo
dobbiamo pero partire da delle probabilita:

=g
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Consideriamo la seguente associazione:
a0 a4+ 10 a3+ 110 a4 < 111

Notiamo che ogni lettera a; € ora rappresentata da una stringa di bit di differente
lunghezza [;, con la particolarita che la stringa piu corta ¢ associata alla lettera piu
probabile, e quelle piu lunghe alle lettere meno probabili.

In effetti, calcolando il numero medio L di bit necessari per inviare una lettera del
messaggio otteniamo:

Nota: le stringhe non possono essere scelte casualmente, dato che ¢ necessario
poter distinguere le lettere che rappresentano quando sono disposte una dopo l'altra.
Per esempio, non si puo usare as <> 1, dato che in tal caso la sequenza 110 ha
traduzioni ambigue: asasa; e as.

Nota 2: il limite n — 0o € necessario per poter interpretare situazioni estreme.
Per esempio, un messaggio costante in alfabeto binario puo essere codificato per
0 bit per lettera - cosa assurda per messaggi finiti, ma sensata nel limite infinito.
Infatti, un qualsiasi messaggio costante di n bit puo essere codificato sempre con
un solo bit (dato che sono tutti uguali). Percio il numero di bit necessari per lettera
e 1/n, e

1

lim — =0
n—oo n,

4.5 Entropia di Von Neumann

Possiamo adattare i risultati del teorema di Shannon al caso quantistico, pensando
ad uno stato come a un messaggio scritto nell’alfabeto della base computazionale.
Esplicitamente, sia {|1y) , ..., |tx)} una base computazionale (di stati puri). Consi-
deriamo la relativa base per le matrici densita {po, ..., pr}, con p; = |[1) (¢;|. Una
generica matrice densita p ¢ una mistura statistica delle lettere p; con probabilita
a priori p;:

k
p= Z Pipi
i=1

Con questa notazione, possiamo direttamente adattare la definizione di entropia di
Shannon, ottenendo ’entropia di Von Neumann Sy :

Sv(p) = —Tr(plog p)

Poiché la traccia non dipende dalla scelta della base, possiamo calcolarla nella base
che diagonalizza p, ossia quella in cui p = diag(\1, ..., Ax), con \; autovalori di
p. Tale base esiste sempre, in quanto p ¢ una matrice hermitiana (dato che ¢ una
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matrice densita) e quindi e diagonalizzabileﬂ Ricordando allora che applicare una
funzione ad una matrice diagonale consiste nell’applicare la funzione a ciascun
elemento della diagonale, si ottiene:

A1 1Og(/\1>
Sy(p) = —Tr B
A log(Ax)
k
=1

Percio I'entropia di Von Neumann di una matrice densita p non e altro che I’entropia
di Shannon dei suoi autovalori ;.

Esaminiamo le proprieta di Sy:
1. L’entropia di Von Neumann di stati puri ¢ nulla:
Stati puri < S(p) =0

Infatti la p di uno stato puro puo essere scritta sempre come il prodotto
esterno di un solo termine:

p =) (]

Da cui un autovalore A\; = 1 e tutti gli altri \; = 0 per ¢ > 1. Percio:

S(p) = —ZAlelog)\i =—XlogA; =—logl=0

2. Sy ¢ invariante sotto cambi di base (trasformazioni U unitarie):
S(UpUY) = S(p)

Cio e dovuto al fatto che S(p) dipende dagli autovalori, che sono invarianti
per trasformazioni unitarie (in effetti sono definiti anche senza scegliere una
base). Una conseguenza importante € che ’entropia di Von Neumann non
varia a seguito dell’evoluzione unitaria del sistema.

3. Sedim(H) =N =0<S5(p) <logN.
Infatti S(p) > 0 poiché 0 < \; <1 Vi, e quindi —\;log A; > 0. Usando poi
il fatto che S(p) = H(\1,...,An), e ricordando che 'entropia di Shannon

e massima quando tutte le lettere sono equiprobabili, ossia quando vale
A ==Xy =1/N,siha:

S(Phms = — -3 log £ — log N
pmax_ Ni:1OgN_Og

utto cio ¢ frutto dei postulati che definiscono le osservabili, introdotto proprio per
permettere di calcolare funzioni di osservabili.
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La maggiore liberta offerta dalla MQ si traduce in alcune differenze tra entropia di
Von Neumann ed entropia di Shannon, che esaminiamo nei seguenti due esempi.

Esempio 1.

Scegliamo la base {|0),|1)}, da cui ricaviamo l'alfabeto di stati puri {pg, p1}, con
po = |0) (0|, p1 = |1) (1|, con probabilita py = p e py = 1 — p. Una generica matrice
densita p e data da:

P = sz 1Pi = p|0 <0|—|—(1—p)|1> <1|: (p 0 )
0 1—p

L’entropia di Von Neumann ¢ allora data da:

S(p) = —Tr(plogp) = —> pi_ logp; = H(p)

Otteniamo percio che la mistura statistica di stati quantistici ortogonali tra loro
((0]1) = 0) & analoga ad una mistura di stati classici (4.8).

Esempio 2.

Scegliamo ora due stati senza analogo classico:

la) = cos@|0) +sinf|1) = <C>

S

|b) = sinf|0) + cosf |1) = <S>

c
con 0 < 0 < 7/4, ¢ =cosf, s =sinf. Notiamo che (a|b) = sin26, quindi in

generale non possiamo rappresentare |a) e |b) con “equivalenti classici” ortogonali.
Le matrici densita sono date da:

2 cs
pa:|a> <a’: < 2) Pa =P
cs s
s c¢s
po = |b) (b = ) pp=1—p
cs ¢

Una generica mistura statistica p dei due stati e data da:

52 + pcos 20 cs )

p="ppat (1—p)p =
cs c? — pcos 26

I cui autovalori sono dati da:

1
Ay = 5(1 + /14 4p(p — 1) cos? 26)

Un grafico di AL(6) per alcuni valori di 6 ¢ riportato in figura [4.11al Notiamo che
per 8 = 0 (per cui (a|b) = 0) gli autovalori sono p e 1 — p, e si recupera il senso

143



classico. Per 6 # 0, tuttavia, i grafici di A\_ e A, si “respingono” a vicenda, fi-
no ad arrivare a 0 = /4, dove gli autovalori sono costanti per ogni p (e paria 1 0 0).

L’entropia di Von Neumann ¢ dunque data da:
Sy(p) = =Aylog Ay — A_log \_

dove p ¢ determinata dai parametri p e . Un grafico di Sy (p) in funzione di p per
alcuni valori di # e riportato in figura Notiamo che per § = 0 si ottiene (come
ci si aspettava) lo stesso andamento che ha H(p) nel caso classico. Per § = 7 /4
si ha S(p) = 0, dato che in tal caso |a) = |b) e quindi non si ha trasmissione di
informazione.

Per 6 qualsiasi troviamo percio che S(p) < H(p). Si puo dimostrare che tale
disuguaglianza vale in generale, anche in sistemi pitt complicati. Possiamo interpre-
tarla notando che la “somiglianza” tra |a) e |b) ¢ proporzionale al loro prodotto
scalare (a |b) = sin 26, e ricevere stati “piu simili tra loro” riduce, in un certo senso,
l'ignoranza a priori che si puo avere per il sistema. In effetti, al caso limite § = /4
entrambi gli stati sono uguali, e quindi l'ignoranza ¢ nulla: ad ogni istante non
si ha alcun dubbio su quale potra essere il prossimo stato ricevuto. Come visto
precedentemente, l'ignoranza a priori € correlata con la quantita di informazione
trasmessa da ogni qubit.

0=mr/4
1 :
6= T / 8
: Q
At 5 4
: Q
A
i | p p
0 1/2 1
(a) Andamento degli autovalori Ay in (b) Grafico dell’entropia di von Neumann
funzione di p per alcuni valori di 6 da per 8 = 0,7/4 e valori intermedi.
0a /4. Nota: per 7/4 ’entropia si annulla,

dato che in tal caso |a) = |b)

Figura (4.11) — Grafici relativi ad una mistura statistica di stati quantistici senza analogo
classico (ossia non ortogonali)

4.5.1 Quantum Noiseless Coding

Il teorema di noiseless coding puo essere generalizzato al caso quantistico facendo
uso dell’entropia di Von Neumann.
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Supponiamo che Alice trasmetta un messaggio di n lettere a Bob, scelte indi-
pendentemente 'una dall’altra da un alfabeto A = {|11) ..., |[¢k)}, con [1);) stati
puri. Ciascuna lettera comapare in una qualsiasi posizione del messaggio con
probabilita p; conosciuta a priori, tale che p; > 0 e >; p; = 1. Il messaggio ¢ quindi
caratterizzato da un set di k probabilita {pi,...,px}, e ciascuna lettera ¢ descritta
da una mistura statistica p dei k stati possibili con tali probabilita p;:

k
p= Y milti) (v
=1

Poiché abbiamo assunto che tutte le lettere siano indipendenti I'una dall’altra,
I'intero messaggio p™ non ¢ altro che il prodotto tensore di n stati di lettera singola,
tutti pari a p:

Pr=pt=p@pR---®p

n volte

Teorema 4.5.1. Dato un messaggio di n lettere costituite da stati puri scel-
ti indipendentemente dall’alfabeto A = {|1), ..., |¢x)} con probabilita a priori
{p1,...,px}, esiste, asintoticamente nella lunghezza del messaggio (n — o), un
codice ottimale che comprime il messaggio a S(p) qubit per lettera senza perdita di

informazione, con p= K p; [i3) (i),

Dimostrazione omessa.

In completa analogia con il caso classico, percio, € possibile comprimere un mes-
saggio (sufficientemente lungo) usando solo S(p) qubit per lettera. Come visto nel
precedente paragrafo, tuttavia, in generale S(p) < H(p) - e percio la MQ consente
rate di compressione maggiori rispetto agli analoghi classici.

4.6 Caratterizzazione dell’Entanglement

Facendo uso degli strumenti appena introdotti, possiamo finalmente passare a
quantificare le correlazioni quantistiche. Ci limiteremo al caso di correlazioni ge-
nerate dall’entanglement, dato che sono quelle che compaiono nelle applicazioni
interessanti come il teletrasporto quantistico o il dense coding. Oltre che dal punto
di vista teorico, quantificare [’entanglement risulta importante anche sperimental-
mente, dato che i limiti di misurazione rendono necessario lavorare con stati le cui
correlazioni sono “sufficientemente ampie” da poter essere rilevate agevolmente.

4.6.1 Stati classicamente correlati

Consideriamo due sistemi A e B, in uno stato psp dato da una mistura statistica
di stati separabili:

Pap = Zpipfl ® pl (4.9)
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Matrici densita che hanno tale forma sono ovviamente non entangled, e presentano  Matrici densita
solamente correlazioni classiche. Si trova[ll] infatti che una qualsiasi psp di questo  non entangled:
tipo puo essere prodotta da LOCC, ossia Local operations & Classical Communi-  forma generale
cations. Cio significa che, se il qubit A & presso Alice e il qubit B & presso Bob,

il sistema AB puo essere configurato in un qualsiasi pap del tipo (4.9)) mediante

sequenze di operazioni locali (ossia compiute da Alice e Bob sui rispettivi qubit)

con la possibilita di comunicazioni classiche tra i due (Alice pud comunicare a Bob

l'esito di una sua misura).

Esempio: Alice con probabilita 50% prepara il suo qubit a |0), e nei casi restanti

a |1). Comunica poi a Bob la sua scelta, e Bob prepara il suo stato allo stesso
modo. Lo stato del sistema ¢ allora dato da:

1 1
P=3 |00) (00| + 3 111) (11

Analogamente, se Alice e Bob preparano in uno stato casuale i rispettivi qubit si
otterra uno stato finale pari a:

1
p = 7 (100) 00] + J01) O1] + [10) (10] + [11) (11])
In entrambi i casi la p ottenuta ¢ del tipo (4.9)).
Nota: Esistono stati p che non possono essere scritti in tale forma:

P?’épiB

e che quindi presentano correlazioni non classiche.

4.6.2 Misura di Entanglement

Partiamo elencando alcune proprieta che vorremmo da una qualsiasi misura di

entanglement p — E(p) [12] per un sistema bipartito AB: Caratteristiche di
una misura di
1. Se p ¢ separabile I'entanglement deve essere nullo: entanglement

Vp separabile = E(p) =0
In altre parole, sistemi completamente indipendenti non sono entangled.

2. Invarianza per trasformazioni locali unitarie:
E(p) = E|(Us @ U)p(Uy ® UL)]

Cio significa che operazioni unitarie sui singoli qubit (es. una rotazione) non
possono variare la “quantita di entanglement” associata alla coppia di qubit.
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3. L’entanglement non puo aumentare a seguito di LOCC e operazioni di sub-
selection (ossia operazioni che “scartano” alcuni degli stati). Tali operazioni,
infatti, possono al piu creare correlazioni classiche tra A e B, e percio possono
solo ridurre (o al limite mantenere costante) la “quantita di entanglement”
associata alla coppia di qubit.

Piu precisamente, l'azione di LOCC ¢ schematizzabile come una trasforma-
zione separabile A; ® B; sullo stato iniziale p con probabilita p;. In altre
parole, Alice e Bob possono operare trasformazioni locali che sono correlate
da probabilita comuni p;. Dopo una di queste operazioni, si ottiene uno stato
;.
Y4 e BsAl o B
0; = D; (Al ® Bl)p(Az & Bz)
2

con una probabilita p; data da:
pi = Tr((A; © B;)p(Al ® B)))

Percio, uno stato iniziale p a seguito di LOCC diviene una mistura statistica
degli stati o;, ciascuno pesato dalla relativa probabilita p;:

=2 pioi
Poiché le LOCC non generano entanglement, deve quindi essere:
E(p) > E(p')

Se pap € pura, una buona misura di entanglement e data direttamente dall’en-
tropia di Von Neumann della matrice densita ridotta di uno (qualsiasi) dei due
sottosistemi’t

E(p) = Sv(pa)

Cio e conseguenza del fatto che per uno stato puro, ossia pap = |¢) (¢| per un
qualche |¢)) € Hap, ¢ definita la decomposizione di Schmidt, e percio le matrici
ridotte dei due sottosistemi hanno una “struttura” precisa e ben definita.

Cio non succede in generale se p4p € una mistura statistica, ossia se ammette una
scrittura del tipo:

k
paB = Y pj[U5) (U] ;) € Has

=1

In questo caso non ¢ nemmeno ben definita la famiglia di stati puri {|¢;)} che
compongono pag. Per esempio, si pud sempre diagonalizzare psp, trovando
un’espressione equivalente:

k
PAB = Z >\n |)\n> <>\n| |/\n> S HAB

n=1

|= ennett, Bernstein, et. al., 1996

147

Entanglement per
stati puri



con |\,) autovettori di pap di autovalore \,. In generale, percio, esistono famiglie
diverse di stati puri che compongono lo stesso stato misto. Si hanno percio diverse
possibilita - completamente equivalenti - per calcolare le matrici densita ridotte,
che potrebbero portare a differenti entropie di Von Neumann.

Nella misura dell’entanglement of formation, percio, I'idea ¢ di considerare
tutte le possibili realizzazioni di pap, ossia la famiglia di tutte le possibili matrici
ridotte che si possono ottenere scegliendo diversi stati per la composizione di pag.
Procediamo per gradi. Scegliamo una generica famiglia {|1;) (¢;|} di stati puri che
forma pap. Allora con probabilita p; il sistema si trova nello stato puro ;) (¢,
che ha matrice ridotta:

= IJ;F(|¢¢> (il)

e di cui & ben definita I’entropia di Von Neumann. Per la famiglia scelta, calcoliamo
I’entanglement pesando le varie entropie con le loro probabilita:

Er(p) {1y, sz ()

Ripetiamo questo conto per tutte le possibili famiglie che compongono pap, e
definiamo 'entanglement di p4p come il minimo valore ottenuto:

Er(p) = min sz (P%)

famiglie |’¢J] i=1

Tale calcolo ¢ in genere molto complesso. Fortunatamente, nel caso di un sistema
a 2 qubit esiste un algoritmo, detto concurrence, che consente di ottenere un
risultato per stati generici - come esaminiamo nel seguente esempio.

Esempio. Consideriamo il caso di Alice e Bob che producono uno stato usando
solamente LOCC, cercando di creare una qualche correlazione. Per esempio suppo-
niamo che A disponga di un generatore di numeri casuali (puramente classico) e
produca un qubit |0) con p = 0.5 e |1) altrimenti, comunicando a B di fare lo stesso.
Lo stato finale dei due qubit di Alice e Bob ¢ una mistura statistica classicamente
correlata:

1 0/0 0
1 1o olo o

:f|00><00|+ |11><11|:f il i
2 2 00/00
0 0/0 1

dove la matrice ¢ scritta nella base computazionale {|00) , |01), |10),|11)}.
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Confrontiamo tale sistema con quello di uno stato di Bell, che sappiamo essere
entangled:

1
[v) = NG
= 0" = v) (| = ;(!00} (00[ +00) (11} + [11) (00] + |11) (11]) =

(100) +[11))

1 0]0 1

—_
o
o
o OO
_ OO

Notiamo che: Caratteristiche di
Pl e p
o In p® compaiono termini fuori dalla diagonale (detti coerenze quantistiche)
che non sono presenti in p°. Cio significa che nella base computazionale scelta
sono wvisibili sovrapposizioni quantistiche di stati - ma cio non consente di
stabilire la presenza di correlazioni quantistiche (del resto ogni p & diagonale
in un’opportuna base).

+ p’ & uno stato puro, dato che per costruzione p® = |¢) (1/|. Lo si pud notare
anche dal fatto che (p*)? = p’ (e quindi la purita Tr((p°)?) = 1), oppure da
rk p® = 1, dato che tutti gli stati puri sono proiettori unidimensionali.
D’altro canto, p© € uno stato misto. Lo si nota dalla costruzione, poiché si
& usato un generatore di numeri casuali per produrre probabilita classiche,
oppure dal fatto che ha rk > 1 - essendo una matrice diagonale con due
termini non nulli.

Esaminiamo le correlazioni delle misure dell’osservabile o%: Correlazioni di
un’osservabile
corr(c®) = (050%) — (03){(0%) diagonale

Se le misure sono completamente scorrelate, avremo (050%) = (04)(0%) e quindi
corr(o®) = 0.

Partiamo svolgendo i conti per lo stato p°.

(o) = Te(o7p)
dove pa € la matrice ridotta:
dimHp

ph = q;rPixB = Z (il5 Pip )5 = (05 Pap 0)5 + (L5 Pip 1) =
i=1

1 1 1{1 0
=z S, (], ==
51004 01 + 5114 (14 2<0 1)
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che corrisponde ad uno stato misto (dato che la purita Tr(p?%) = 1/2 < 1).
Possiamo ora calcolare il valor medio cercato:

626l s)

Cio ha senso, poiché p4 descrive uno stato che la meta delle volte ha “spin negativo”
e per 'altra meta ha “spin positivo”, e percio, mediamente, ha “magnetizzazione
nulla”.

. . . . z _ z b _
In maniera simmetrica otteniamo (o) = Tr(o%p%) = 0.

(03) = Tr

D’altro canto, il valor medio delle misure simultanee ¢ dato da:

0
-1

(oa0h) = Tr((04 ® 05)pp) = Tr .

0

oS o | o =
_ oo O
S
I
—_

Si trova percio che lo stato di Bell ¢ completamente correlato:

corr(o®,0%) p = (0405) p — (04) p{0B) p = 1
Ripetiamo ora gli stessi calcoli nel caso dello stato classicamente correlato p°.

La matrice densita ridotta p% e data da:

C C C C 1 ]' O
Pa = TBr(pAB> = (0l Pap 10)g + (lppapl)p = B <0 1>

Otteniamo la stessa matrice densita ridotta di prima: p4 = p%. In altre parole,
misure su un singolo qubit nei due stati sono completamente equivalenti: non € possi-
bile distinguere correlazioni classiche da correlazioni quantistiche con misure singole.

Allo stesso modo, la correlazione tra i due qubit & non nulla:

0
-1

1/2
0
0
0

(0405)p = Tr(040500p) = Tr

_ oo O
oS o | o O

o OO =
|
—_

S O | o O

1/2
E percio anche qui:
corr(0%) e = (0507 — (03} ()0 = 1
Cio non sorprende: 0% ® 0% ¢ una matrice diagonale, e gli stati p® e p¢ hanno gli

stessi valori sulla diagonale, per cui il valor medio (6%0%) € lo stesso in entrambi i
casl.
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Chiaramente non tutte le osservabili hanno questa caratteristica. Per esempio,
esaminando le correlazioni di ¢ (misura di spin lungo un altro asse), di nuovo
(0% B)py. = 0, ma stavolta (6%0%),, = 1, mentre (c%0%),. = 0. Percio:

corr(o®),, =1 # corr(c”),. =0

Tali correlazioni quantistiche sono quantificate dalla misura di entanglement.
Nel caso di p, che & uno stato puro, essa coincide con l'entropia di Von Neumann
di una delle matrici ridotte:

1

11 B
5=

1
Sv(ph) = 9 log, 279 log, 1
che & quello che ci si aspetta, dato che p% ¢ una mistura statistica equiprobabile, a

cui quindi ¢ associata una massima incertezza (ossia una massima informazione).

Caratterizzare 'entanglement di p°, uno stato misto, € invece molto pitt complesso.
Non si puo procedere calcolando I'entropia di Von Neumann di una matrice ridotta -
cosa che del resto porterebbe allo stesso risultato ottenuto per p?, visto che pb = p4.
Utilizzare I’ entanglement of formation risulta poi molto complesso, dato che bisogna
considerare tutte le possibili decomposizioni di p4p. Introduciamo percio il metodo
di concurrence, che ci permette di arrivare al risultato nel caso di sistemi a soli 2
qubit. Ne esamineremo solo il processo, senza dimostrarlo.

Definiamo:

C(p) = max(0,\; — Ay — A3 — \g)
dove i \; sono gli autovalori in ordine decrescente della matrice R data da:
R = pap paB pag = (0, ® 0,)p(oy @ o)
con

—1

(" o) =

o = |O O

o O |- O

0
0
0

Concretizzando tutto cio per p¢ notiamo che p¢ = p° da cui R ¢ data da:

1/4 0/0 0

. 0 0l0 0
R=(p°)? =

0 0l0 0

0 0|0 1/4

Dacui Ay = Ay =1/4 e A3 = Ay = 0, e di conseguenza C(p°) = 0.
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D’altro canto, lo stesso calcolo per p% 5 restituisce lo stesso risultato che abbiamo
ottenuto precedentemente con ’entropia di Von Neumann della matrice densita
ridotta:

C(/)ZB) =1

come ci si aspetta, dato che la concurrence ¢ una misura di entanglement.

Infine, pud essere interessante confrontare I’entropia di Von Neumann degli stati p°
e p%: Entropia di p® e
pc
. 1 1 1 1
Sv(p) = _Zpi logy pi = —5 logy 5 — 5 logy 5 =logy 2 =1
2 2 2 2

Cio ha senso, dato che p® e una mistura statistica di due stati, e quindi si ha
un certo grado di ignoranza a prior: sulle “lettere” di cui ¢ composta. Del resto
non si tratta di uno stato ad entropia massima, che si ottiene per una mistura
equiprobabile di tutti e 4 i vettori della base computazionale.
D’altro canto, poiché gli autovalori di p’ g sono tutti nulli tranne uno, che & pari a

1, avremo:

SV(PZB) =0
Infatti qui abbiamo certezza sullo stato in cui si trova il sistema (che infatti &

puro).

4.6.3 Dense Coding e correlazioni classiche

Mostriamo con un esempio come sia impossibile implementare algoritmi che neces-
sitano di correlazione quantistiche utilizzando solo correlazioni classiche.

Nello specifico, proviamo a implementare 1’algoritmo di Dense Coding usando lo
stato creato da una mistura statistica equiprobabile p¢ degli stati |00), |11):

1/2 0/0 0

. 0/0 0
p:

0(0 0

00 1/2

A seconda della scelta dei due bit da inviare, Alice effettua una certa operazione
sul suo qubit. Per esempio, per trasmettere 00 applica I'identita (per cui p non
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cambia), mentre per 01 applica 0. Lo stato prodotto & quindi:

10/0 o0 10
010 o0 01
p=(" el = p° =
00/-1 0 0 0]-1
00l0 -1 000 -1
1/2 00
|l o oo
0 00
0 00 1/2

che pero ¢ esattamente pari a p° iniziale!

D’altro canto, per trasmettere 10 Alice applica ¢*, ottenendo:

pr=(0" @) (c" @) = ;(IOU (01] + [10) (10])

Infine, per trasmettere 11 Alice applica ¢¥, ma anche qui riottiene p"” = p”.

Percio, nonostante Alice possa applicare 4 possibili operazioni, gli stati finali
saranno solo 2, e percio puo essere trasmesso un solo bit classico - esattamente
come il caso di una qualsiasi comunicazione classica.
Deduciamo percio che i vantaggi offerti dal protocollo di dense coding sono dati
dalla possibilita di utilizzare i maggiori gradi di liberta offerti dalle correlazioni
quantistiche, che non hanno alcun analogo classico.

4.6.4 Esercizio 4

1. Data una matrice densita della forma p = p4 ® pp calcolare la matrice densita
ridotta di A e B.

2. Partendo dallo stato [1) = (]0)+|1))/v/2®10) applicare un CNOT e mostrare
che p1a # p1 ® po.

3. Calcolare le correlazioni C' = (zy) — (x)(y) presenti in un sistema descritto
da p = pa ® pp.

Soluzione

1. Consideriamo due generiche matrici densita pa e pp, che - nella base dei loro
autostati - hanno espressione:

dim H 4 dimHp
pa= v i) Gl e =2 pk k) (K]
j=1 k=1
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Calcoliamo una matrice ridotta di p = p4 ® pp tracciando sugli stati di B:

dimHp

Tr(p) = X_ )5 pa ® py li) g
i=1

Dato che la traccia ¢ la stessa comunque venga scelta la base, possiamo
scegliere {|i) 5} base ON di Hp che coincida con quella {|k) 5} degli autostati
di pp. Cosi facendo:

dimHp dimH 4 dimHp
TBr(p) > (il Zp] PRV Y kg (klp ) i) =
=1 k=1
dimHp dimHAA dimHBB
=> | Yl alla Yk lilk) ) =
i=1 j=1 k=1 T~

Ogi

dim H 4 dimHp
< ij ]|A> < Z]%) = pPA
—_————

=1
dove in (a) abbiamo usato Tr pp = 1.
Analogamente, per simmetria, si ottiene:

Tr(p) = p

Come ci si potrebbe aspettare, percio, le matrici densita ridotte di uno stato
separabile non sono altro che i due stati separati.

. Ricordiamo che un gate CNOT inverte il secondo qubit se lo stato del primo
e |1). In questo caso:

[¢) = CNOT [) = —=(]00) +[11))

1
ﬁ(
Otteniamo percio uno stato di Bell, massimamente entangled e non separabile.
Sia p1o la matrice densita dello stato finale, con:

1
p12 = [¢) (Y] = 5(100) (00[ + [11) (11] +]00) (11| + [11) {00])
Le matrici ridotte sono date da:

1
p1="Tep1z = (0], 12 (0), + (L] pr2 [1), = 5(10) (O] + 1) (1]) =
E analogamente:

1
P2 = 1Ilf;012 = 5112

Evidentemente:
1 0/0 1
1 110 010
P1®py=—-1#pro=-|——F—
4 210 0/0 0
1 0]0 1
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3. Siano X4 e Y una qualsiasi coppia di osservabili che agiscono rispettivamente
sul sistema A o B, lasciando invariato ’altro. Calcoliamo allora la correlazione
C data da:

C =Tr(papXaYp) — Tr(paXa) Tr(ppYs)
Focalizziamoci sul primo termine:
C1 =Tr(pa ® ppXaYp) = Tr(paXa ® ppYs)

Siano {|7) 4} € {|k) 5} basi ON rispettivamente di # 4 e Hp. Possiamo quindi
calcolare la traccia come:

dimH, dimHp

Cr=2 D {lalkly(paXa®ppYs) )4 1k)p =

j=1 k=1
dimH 4 dimHp
= < Z <j‘A paXa |J>A> ( Z <k‘BPBYB |k>B> =
j=1 k=1
= Tr(paXa) Tr(ppYs)

e percio C' = 0. Come ci si aspetterebbe le misure di osservabili su stati
separabili sono del tutto scorrelate (chiaramente, 'esito di una misura su A
non puo influenzare B).
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Algoritmi quantistici

Supponendo di riuscire a realizzare fisicamente un computer quantistico, ¢ possibile
attuare algoritmi piu efficienti degli analoghi classici, almeno per certi problemi.
Esamineremo alcuni di essi in questa sezione.

Al giorno d’oggi, tuttavia, non esiste un “compilatore quantistico”, ossia un sistema
in grado di implementare automaticamente un problema classico in un sistema
quantistico con un certo guadagno computazionale.

5.0.1 Algoritmo di Deutsch

Consideriamo una scatola nera, ossia un modulo, di contenuto ignoto, che prenda
un certo input  (n bit) e restituisca un output f(x) (a un solo bit), dove la funzione
f:{0,1}* — {0,1} - intesa come deterministica - appartiene a una delle due classi
seguenti:

« Bilanciata: f mappa meta dei valori possibili di x in 0 e ’altra meta in 1.
In altre parole, per un x scelto a caso, f(x) € pari a 0 0 a 1 con la stessa
probabilita.

» Costante: l'output f(x) e sempre pari a un certo valore k € {0,1}. In
altre parole, f(z) restituisce soli 0 (o soli 1) indipendentemente dall’input z
inserito.

Senza fare ipotesi su come tale scatola nera sia effettivamente realizzata, vogliamo
trovare un modo, il piu efficiente possibile, per determinare a quale delle due classi
appartenga f.

Nota: una generica funzione f: {0,1}" — {0,1} per n > 1 pud non appartenere
ad una delle due classi. Percio funzioni bilanciate o costanti sono classi “speciali’
di funzioni.

Tuttavia, nel caso unidimensionale, con f: {0,1} — {0, 1}, vi sono solo 4 possibilita,
2 bilanciate e 2 costanti (tabella [5.1)).

Y
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x| fo fi fo fs
0 0 0 1 1
0 1 0 1

Tabella (5.1) — Vi sono solo 4 funzioni a 1-bit, 2 bilanciate (f1 e f2) e 2 costanti (fo e f3)

Classicamente, una possibile strategia consiste semplicemente nell’esaminare f(z)
per vari valori di . Sono necessari almeno 2 input per stabilire che f sia bilanciata,
dato che basta trovare x; e x5 t.c. f(z1) # f(z2). Nel caso f sia costante, tuttavia,
servono ben 2"~! + 1 tentativi per averne certezza, dato che una f bilanciata
ammette solo 27! scelte di input che corrispondano allo stesso output.

Nel caso quantistico, d’altro canto, I'algoritmo di Deutsch permette di accertare la
classe di f esaminando in ogni caso un solo output. Vediamo come.

Partiamo dal caso (piu semplice) di f : {0,1} — {0, 1}, per cui abbiamo gia elencato
tutte le possibilita in tabella [5.1} Consideriamo allora una versione quantistica
dell’oracolo, ottenuta sostituendo ai bit 0, 1 i qubit |0) e |1) di una opportuna base
computazionale (figura [5.1al).

Ogni computazione quantistica deve essere reversibile. Dobbiamo percio portarci
dietro I'input iniziale, come schematizzato in figura [5.1b]

|z) — — [)

Oracolo
Irllxilt Oracolo (|)J;E;x)3t
p b U
(a) Schema del funzionamento della scatola |y) — — |y @ f(x))

nera (o oracolo), che “applica” una
certa funzione f all’input x

(b) Funzionamento dell’oracolo quantistico
(reversibile)

Figura (5.1) — Scatola nera: versione classica e quantistica

L’algoritmo di Deutsch consiste allora nel seguente circuito quantistico:

S

Vo) |
0) — H

1) [Wa)  [W3)
z e —H H A
U || :

yy® fle) [
| |

’1>—|—H
I

.__|____|__

Figura (5.2) — Schema a porte logiche quantistiche dell’algoritmo di Deutsch (n = 1)
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Esaminiamone il funzionamento. Consideriamo come input iniziale |¥q) = |0) |1).
Dopo I'applicazione delle Hadamard otteniamo:

[02) = (H © H) W) = (10} +1))(10) — 1)) =
= 2 10 110) — [1)]+ 5 11} [10) — 1)

Ogni Hadamard trasforma un qubit in una sovrapposizione coerente dei due stati
possibili. Come vedremo, ¢ proprio questo passaggio che permette al computer
quantistico di esaminare tutti gli input in una volta sola.

Calcoliamo 'azione di Uy su uno stato |z) [|0) — |1)]. Ricordando la definizione

(figura [5.1b)), per linearita:

Uy} [10) = D] = Ug [2) [0) = Uy |2) 1) = [2) | f(2) +0) = [2) [f(x) +1) =
= [@) [If () + 0) = [ f(2) + 1)]

dove la somma binaria (+) ¢ equivalente all’operazione XOR ().
Abbiamo due possibilita f(z) = +1. Calcoliamole separatamente:

. Per f(z) = 0:
[f(x) +0) = [f(z) + 1) =0) — 1)
. Per f(z) = 1:
|f(@) +0) = |f(z) + 1) = 1) = |0) = —=(|0) = [1))
Mettendo tutto insieme:

[2) [10) =[] 7 (=17 ) [10) — 1)]

Possiamo ora calcolare Uy |¥q), sovrapponendo i casi per i due valori di |z):

02) = S[(=1)70) [|0) — [1)] + (1) (1) [|0) — [1)] =

[(=1)7@0) + (~D)'V ) ], @ [10) — 1) ],

NN NN

E infine resta da calcolare I'ultimo Hadamard:
Ws) = (H 1) W) = %{(—1)]‘%@ + 1)+ (1700 — )] @ [10) -] =

= 555 (O + (C170) 0+ (170 = 1/ O)n] o [0 - ],

A questo punto misuriamo lo stato del primo qubit, che sara |0) o |1) con probabilita
date dal modulo quadro dei rispettivi coefficienti. Ma se f(0) = f(1) (funzione
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costante) si ha che |1) ha probabilita nulla, mentre se f(0) # f(1) (funzione bilan-
ciata) stavolta |0) ha probabilita nulla. Percio, in un caso o nell’altro, troveremo
un solo risultato con certezza - cosa che ci permette di distinguere da una sola
misura la classe della funzione f.

Generalizziamo tutto cio al caso di f (bilanciata o costante) che prende in input n
qubit:

f:4{0,1}" = {0,1}
Lo stato di partenza €, in questo caso, pari a:

[Wo) = |0)[0)---0) [1)

n

Estendendo il circuito visto in figura (che ora ¢ detto algoritmo di Deutsch-
Jorza), ciascuno degli n + 1 input viene mandato in una Hadamard, dopo le quali
otteniamo un nuovo stato:

n >_|1>)n+1
v = (1 s o) = = (3 1, ) L

dove con |z), si intende lo stato di n qubit |zg) |z1) [22) ® -+ @ |z,-1), con w;

i-esima cifra binaria di z.

L’estensione naturale dell’azione dell’oracolo a piu qubit risulta in:

W) = Uy [¥1) = \/—\/272 Jn (10) = [1))nia

dove con |z), si intende lo stato dei primi n qubit, con la conversione di z da
decimale a binario. Per esempio, per n = 3, [3) = |011),. L’ultimo ket, d’altro
canto, riguarda solo I'n + 1-esimo qubit.

Applichiamo ora n Hadamard a tutti gli input tranne 1I'n 4+ 1-esimo, ottenendo:

2" —1

) = (B @D 1) = o[ 3 (0| e o -m]
dato che:
®&n _nil 1 . _1)\%iYi xy
H |x>—g<ﬁy;0< 1) ) ﬂ—nz )

dove z -y ¢ il prodotto scalare tra i bit di x e y (che ha parita ben definita).

Misuriamo ora i primi n qubit (I'n 4+ 1-esimo puo essere scartato).
Di nuovo, avremo due casi:
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o Per f(z) = costante vi & un solo stato finale possibile:

[Wa) = [0)---10)(|0) = [1))nt1

n

Per esempio, supponiamo f(z) = 0. Allora lo stato dei primi n qubit prima
della misura e:
1 2" —1

W), = o5 2 (=D [y)

o n
2 z,y=0

La probabilita che |0---0), venga selezionato ¢ data dal modulo quadro del
braket:
1 2" —1

(W5 ]0-+-0) (~1)°(0-+0]0++-0) = 1

2n =0
dove abbiamo usato I'ortonormalita dei vettori della base computazionale.
Poiché la probabilita di tale stato esaurisce tutte le possibilita, tale stato e
I'unico possibile. Lo stesso risultato si ottiene nel caso sia f(z) = 1, dove il
braket ¢ —1, ma cio non cambia il suo modulo quadro (la probabilita), che &
sempre pari a 1 (certezza).

o+ Per f(z) bilanciata, invece, la probabilita di ottenere |0 - - - 0) = e identicamente
nulla, dato che:

1 22! 1

(_1)f(z) -

(W3]0-+-0) y

=0

e f(xz) = 0 esattamente meta delle volte, e pari a 1 altrimenti. Si ottiene
percio una somma di 2"/2 termini +1 e altrettanti termini —1, che porta
chiaramente a 0.

Ogni altro stato |¢,) L |0---0) e possibile, e percio lo stato dopo la misura
sara uno di questi:

[Wa) = [0),, (10) = [1))nsa

Percio un computer quantistico ¢ in grado, con una sola misura, di distinguere la
classe della funzione.

Nota: il problema appena esaminato richiede 2"~! + 1 misure classiche, o una sola
misura quantistica. Il guadagno computazionale, nel caso quantistico, sembrerebbe
esponenziale.

In realta stiamo ignorando un fatto importante: 2"~! + 1 misure classiche sono
richieste nel caso peggiore. In generale, se immaginiamo che gli input z siano mappati
“uniformemente” a 0 e 1, le prime 2"~ misure producono lo stesso output solo in due
casi su 2", ossia con probabilita 277!, Mediamente, percid, sono richieste molte
meno misure classiche per poter discriminare la classe di f, ma comunque almeno
2. In ogni caso, percio, I'algoritmo di Deutsch permette un significativo guadagno
computazionale (nell’ipotesi che la black-box sia implementata efficientemente).
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5.1 Algoritmo di Grover

Un altro problema che puo essere risolto in maniera efficiente da un computer
quantistico e la ricerca in un database non strutturato.

Possiamo schematizzare un semplice database come un set A di stringhe indicizzate
dalla loro posizione, ossia una mappa g: N D U — A. Il database si dice strutturato
se gli indici rispettano una relazione d’ordine su A, ossia se esiste un modo per
comparare le stringhe e vale:

x1 < xo = U, g(x1) < g(x2) Vo, 29 €U

In un database non strutturato, d’altro canto, non esiste alcuna relazione di questo
tipo, e lassociazione z — g(x) ¢ completamente arbitraria.

Data una stringa a € A, vorremmo trovare un modo efficiente per trovare il suo
indice x, € U tale che g(z,) = a.

In un database strutturato cio si puo fare con 'algoritmo classico di bisezione:

1. Si esamina la stringa a; = g(x;) nella posizione z; centrale del database. Se
a1 = a la ricerca ¢ terminata.

2. Se a # ay, si esamina 'ordine relativo tra a e a;. Se a ¢ a destra della stringa
centrale ay, allora sappiamo per certo che I'indice cercato ¢ > x1, e quindi
compreso nella meta destra del database. Analogamente, se a < ay, 'indice
sara nella meta sinistra.

3. Si esamina la stringa corrispondente all’indice intermedio della meta prece-
dentemente considerata. Reiterando gli ultimi due punti e possibile dimezzare
di volta in volta la regione da esaminare, e dopo pochi passaggi (O(log, N))
si giunge alla soluzione.

D’altro canto, la ricerca in un database non strutturato e decisamente meno
efficiente. L’unico modo ¢ infatti procedere sequenzialmente, e in media dovremo
esaminare N/2 casi. L’algoritmo ¢ quindi di ordine O(N/2).

Quantisticamente, ’algoritmo di Grover permette un guadagno quadratico, passan-
do da O(N) a O(v/N). Vediamo come.

Ridefiniamo il problema in termini di qubit. Sia z la posizione cercata (vista come
stringa di n bit). Definiamo una funzione f(z) (detta oracolo) che indichi se una
posizione x esaminata ¢ proprio quella z della stringa cercata:

I

f@) 0.1 5 (0.1} fa) = (1) v

RIN
Kl

La ricerca di una stringa e quindi equivalente a trovare I'unico valore Z (tra tutti
gli indici = possibili) tale che f(z) = 1.
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Supponiamo, per semplicita, di avere indici di 2 qubit, per un totale di 22 = 4
possibili entrate nel database. In tal caso, ’algoritmo di Grover ¢ implementato
dal circuito di figura [5.3

(Do) [Ty) W) D \
| | | I 1
00>(: NI A - 17)

—:H+ Uy : S H 0 H— O H[ % H—
| | | N L oo 4
| | |

) - aHdy ve f@H 75(10) = 1))
| | |

Figura (5.3) — Schema in porte logiche quantistiche dell’algoritmo di Grover per indici a 2 qubit

Partiamo dallo stato iniziale:

|‘I’0> = |00>12 |1>3

dove i primi 2 qubit codificano il primo indice del database, e il terzo ¢ un qubit
ancilla necessario per la computazione reversibile.

Analogamente a quanto visto per I'algoritmo di Deutsch, applichiamo ad ogni qubit
un gate Hadamard per realizzare una sovrapposizione di tutti gli stati possibili,
giungendo a:

W) = 15 [¥) = 5[100) + o) +110) + 1) | —= @ [10) =],

L’oracolo f(z) ¢ implementato dal gate Uy, che per risultare reversibile agisce come:
12) 15 [Y)3 }U—; 7)1 |y © f(2))3

Nota: Poiché I'oracolo é parte della definizione del problema, non affrontiamo il
discorso di come possa essere realizzato nella pratica.

Si hanno ora due casi. Per f(x) =0 (ossia per la maggior parte delle z):

Urlahy ® 100 = 1] = la) @ [10) = 11)]

3

Mentre per 'unico Z per cui f(x) = 1:

Urlahy ® 100 = 1] = —lah,® 10} = 1]
Mettendo tutto insieme:

Urlahy ® [10)=11) | = (1)@ [}, @ |10) = 1) |
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Percio lo stato dopo 'applicazione dell’oracolo ¢ dato da:

) = 5 3 (12l © 510 -] =

— 21100) + [or) = [10) + 11| @ [ 10y — 1) ]

(a) 2 12 3

dove in (a) abbiamo ipotizzato (senza perdita di generalita) che zo = 10.
L’applicazione di Uy, percio, ha il solo effetto di aggiungere una fase al termine
della sovrapposizione che corrisponde all’indice cercato (il terzo qubit puo essere
scartato). Notiamo che una misura di |V5),, non porta alla soluzione, dato che i
primi 2 qubit si trovano in una sovrapposizione equiprobabile di stati. Possiamo
pero manipolare |¥),, in modo da “amplificare” la probabilita che una misura
selezioni il solo stato con fase differente dagli altri. A tal proposito, esiste una
trasformazione unitaria che mappa (a meno di un fattore 1/2 di normalizzazione):

<_1717171)T'_>é1; (17_17171>T'_>é2; (1717_171)T'_>é3; (171717_1)T'_>é4

che & proprio data dalla matrice D che ha per colonne i vettori da trasformard'}

Scrivendo la |Ws) in forma vettoriale possiamo calcolare lo stato finale applicando  (Lezione 14 lo| del

la matrice al vettore: 18/4/2019)
1 0
111 0
Ws) = D|¥3) = D = = [10)
21 -1 1
1 0

A questo punto, una misura dei 2 qubit rivela 'indice cercato.

Nel dettaglio, osserviamo che la matrice D puo essere decomposta in un blocco D’
che agisce sui 2 qubit, delimitato da due applicazioni di Hadamard:

D = H®*D'H®?
dove D’, come rappresentato nel circuito, ¢ pari, a meno di una fase globale, a:

D' =0%*(1® H)CNOT(I® H)o?

1n generale, una matrice ha come colonne le immagini dei vettori della base canonica - per
cui D mappa é; — (—1,1,1,1)7/2 (e cosi via), che & proprio I'inverso della trasformazione che
stiamo cercando. Tuttavia si tratta di una matrice unitaria (DD = 1) ed hermitiana (D = D1),
per cui D~! = D.
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con 0%? che corrisponde all’operazione NOT effettuata su entrambi i qubit. In D',
il blocco centrale rappresenta una CPHASE(7) (anche detta CMINUS):

1 11]0 0 1 0/0 0 1 110
111 -1 1 1 —1
(I& H)CNOT(I & H) = — L RS !
210 1 1 0 0[0 1 0 1
0 1 —1 0 0l1 0 0 1 -1

= diag(1,1,1, 1)

Nota: dato che si tratta di matrici suddivise in blocchi conformi, i prodotti
matriciali si possono svolgere rapidamente moltiplicando tra loro blocchi 2 x 2
corrispettivi.

La CPHASE(7) aggiunge una fase —1 al solo stato |11). Trasformando il blocco con
due NOT si ottiene D'. A livello di matrici, (0, ® o,) CMINUS(0, ® 0,) equivale
a invertire ’ordine sia delle righe che delle colonne, giungendo a:

-1 0[0 O
1
D = 00 = diag(1,—1,—1,—1) = =TI+ 2]00) (00|
0|1 0 | @
0[0 1

dove in (a) abbiamo evidenziato e rimosso una fase globale €™ per semplicita di
calcolo. La D’ cosi ottenuta, percio, aggiunge una fase —1 SOIOEI allo stato |00)

(=NOT |11)).
La matrice D’ & trasformata a sua volta da H®?:
D = (H®?*)(—1+ 2100) (00]) H*?
Notando che H®*2H®? =T (dato che & una matrice hermitiana unitaria), e che:
H#?|00) =[S);  (00[ (H**)T = (00|

dove |S) & la sovrapposizione equiprobabile di tutti gli stati della base computazio-
nale:

|S) = H®*]00) =

otteniamo:

D= -1+2|8) (S| = —(1-2[5)(S|) = —Rys

, equivalentemente, a tutti gli stati che non sono |00)
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Rjs) ¢ la riflessione rispetto all'iperpiano perpendicolare a |.S), ossia la trasforma-
zione (unitaria) che cambia il segno della componente di un vettore parallela a |S).

In effetti ¢ possibile interpretare in modo simile anche I’azione dell’oracolo Uy.
Dato che:

Up: Ja) = (=1)T |z)

e f(xr) =1z =2z, Uy agisce come 'identita su tutte le |z), eccetto che su |z), a
cui aggiunge una fase:

Uf:]I—Q‘:Z‘> <.i" ER@

Rz ¢ la riflessione rispetto all'iperpiano perpendicolare a |z) (figura |5.4)).

Figura (5.4) — Interpretazione geometrica dell’azione di Uy su un generico vettore |v)

Cio suggerisce un’interpretazione geometrica per ’algoritmo di Grover.
Partiamo notando che —R|g) = R| s Infatti, un qualsiasi vettore |v) nelliperpiano

generato da {|S), |S L>} si puo scrivere come combinazione lineare:

[v) = a|S) + B |S*)
Applicando la riflessione:

Ry |v) = —a|S) + B|S*)
Rjguylv) = 15) =8 (SL> = —Rg) |v)

Mettendo tutto insieme, I’algoritmo di Grover ¢ dato daf%}

G = DUy = Rjgi\Ris)

i ricorda che l'ordine di applicazione delle matrici ¢ da destra a sinistra
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Poniamoci allora nell’iperpiano generato da {|z),|S)} (figura su cui rappre-
sentiamo anche i vettori (unitari) perpendicolari ‘:EL> e ‘SL>. Consideriamo uno

stato iniziale |¢)) che appartiene al piano, e si trova ad un angolo « rispetto a ‘iﬂ
Applichiamo I’algoritmo di Grover:

1. L’azione dell’oracolo Uy ¢ data da Rz, che inverte la componente di [¢))
lungo |Z) (riflessione rispetto a ’i%)

2. L’azione di D ¢ la riflessione R|5L>, che porta Uy [¢) a G |¢), riflettendolo
rispetto a |.S).

Detto 8 I'angolo tra |S) e G |¢), 'angolo tra Uy |¢) e G |¢) € 23, 0 equivalentemente
apf+0+a

2B=F+0+a=pB=0+a

L’angolo tra [¢) e G |¢) € pari a 2 —2q, ossia a 20. Percio 'azione di D corrisponde
ad una rotazione di |¢) di un angolo 26.

Figura (5.5) — Interpretazione grafica dell’algoritmo di Grover.

Poiché lo stato iniziale [¢y) € pari a |S) (e la sovrapposizione creata dalle due
Hadamard iniziali) si ha:

|to) = |S) = sin @ |z) + cos @ ‘EL>

dato che 6 ¢, per definizione, 'angolo tra |S) e ’:Z'L> Poiché stiamo lavorando con
2 soli qubit, possiamo calcolare direttamente 6:

™ . — 1 o
cos(§—ﬁ>:sln0:<5|x>: :§:>6:30

1
V22
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per qualsiasi scelta di x, dato che |S) le comprende tutte con ugual probabilita.
Ma allora, dopo una rotazione di 26 = 60°, il vettore D |S) ha un angolo 6 = 90°
rispetto a ’£L>, e quindi D |S) = |z) - esattamente come previsto dal calcolo
matriciale.

Notiamo allora che tutti i ragionamenti fatti possono essere generalizzati al caso
di indici con n qubit, applicando n Hadamard ai primi n qubit (il ruolo dell’ancilla
resta invariato):

1

2n—1
[Uy) = H®"[0---0), = ), = 15)
1 \/2_7L xz::o

In tal caso, tuttavia, I'angolo 6, di partenza (ossia quello tra |S) e ‘a?i>) e dato da:

1 1
sin60:—§§:>90§300

V2n

Dopo 'applicazione dell’algoritmo di Grover, |W;) viene ruotato di 26, verso x, ma
per n > 2 cio non ¢ sufficiente a far si che |¥;) = |z). Risulta quindi necessario
ripetere piu volte l'algoritmo. In generale, dopo j ripetizioni di G lo stato del
sistema e:

;) = G7[S) = sin((2] + 1)) | &) + cos((2] + 1)bo) |*) (5.1)
Possiamo fermare 1’algoritmo dopo un certo numero k di passi per cui:

(2k + 1)6 ~ g

ossia tale che |1) ~ |Z). Invertendo la relazione si trova:

T 1
k= |1 =
46y 2
dove |- -] indica 'arrotondamento all’intero piu vicino (poiché chiaramente non si

puo effettuare un numero frazionario di passi).
Per n sufficientemente grande:

sin¢90:<5|£>:\/12_n:>90%\/12_n:>k:LZ\/N—;WZO(\/N)

dove N = 2" ¢ la dimensione del database.

Possibilita di errore. Lo stato finale, prodotto dall’algoritmo di Grover dopo
k passaggi, ¢ molto vicino alla soluzione, ma non coincide con essa. Vi ¢ quindi

una certa probabilita pe.; che la misura finale non risulti nel valore desiderato .

Dimostriamo ora che pg; decade come 1/N; ed ¢ percio in genere trascurabile.

Prail € pari al modulo quadro del coefficiente di ‘EL> in 1) dopo k iterazioni di G:

Prait = |cos ((2k + 1)0) (5.2)
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Per N > 1 si ha:

k:LZ\/ﬁ—;—‘%Z\/ﬁ, 0~

Sostituendo in ((5.2)) giungiamo a:

2

DPtail =
(a)

<7T n 1 ) T <7T 1 )
cos| =+ — ——|z——
2 /N 2 2 N
dove in (a) si & usata I'espansione di cos(x) attorno a x = 7/2:

cos(z) :m:w/z (g — x) +0 (:I; — 7;)3

Al giorno d’oggi, tuttavia, ’algoritmo di Grover e solo una proof of concept. 11
problema ¢ implementare fisicamente ’oracolo Uy. L’idea ¢ che Uy ¢ determinata dal
database in questione e dalla stringa cercata. Non esistendo un sistema generale per
“convertire” un database classico e una stringa da cercare in un’implementazione
quantistica di Uy, I'algoritmo di Grover non ¢ facile da utilizzare.

Del resto, ¢ possibile che I'implementazione fisica di Uy vari drasticamente a seconda
della stringa cercata - e percio risulti realizzabile solo “sapendo a priori la soluzione”,
cosa che ne rimuove 1'utilita pratica. Un altro problema ¢ immagazzinare le entrate
del database in una memoria quantistica - cosa che richiede di manipolare molti
piu qubit di quanto non sia possibile fare al giorno d’oggi.

5.2 Quantum Fourier Transform

Si puo rappresentare una stringa di (qu)bit come combinazione lineare di una
certa base di stringhe - la base di¢ Fourier. Esplicitamente, data una sequenza
di N termini complessi {f(0), f(1),..., f(N — 1)}, la trasformata di Fourier
discreta ¢ una nuova sequenza di N numeri complessi { £(0), £(1),..., f(N1)} dati
da:

0= 5 X e (k) 10 53

Tale formula - a meno di fattori di normalizzazione convenzionali - non ¢ altro che
una versione discreta della trasformata di Fourier di una funzione.

Poiché si tratta di un operatore unitario, ¢ possibile adattarla direttamente al caso
di un registro di n qubit (N = 2"):

QFT(7) = - 3 exp (20i%g ) 1) Y1) < (5.4)
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Ricaviamo un’espressione in termini di gate quantistici per la QFT.
Partiamo scrivendo k in rappresentazione binaria:

n—1
k= kp 2" 4+ 20 =) k2

dove k; e l'i-esima cifra, con ¢ = 0 che corrisponde alla cifra meno significativa
(LSB) e i = n — 1 a quella piu significativa (MSB).

Sostituendo in , scomponiamo la somma tra k =0 e k= N — 1 in una serie di
n somme annidate su ciascun bit:

1

QFT(|5)) = kZ Zexp(m Zwt)venl ko) (5.5)

Manipoliamo la sommatoria all’interno dell’esponenziale:

n— 12tkt n—1 B L

=0 =0 2" (i

dove in (a) scegliamo di usare come indice della sommatoria ’esponente del 2 al
denominatore, ponendo [ = n —t, da cui t = n — [, cosa che permettera ad un
passaggio successivo di introdurre la notazione binaria frazionale. Quando ¢ = 0 si
ha | = n, mentre quandot =n—1,] =n—(n—1) = 1, e percio i nuovi estremi sono
[ =1 el =n. Nel sostituire in trasformiamo una sommatoria ad esponente in
un prodotto di esponenziali:

QFT(]7)) =

Notando che:

Possiamo riscrivere:

QFT(j)) Z Y ®exp (m;) o)

—1=0 ko=0 =1

Analogamente, le sommatorie annidate non sono altro che un prodotto di somma-
torie, per cui:

1 X2 kp—

QFT(|7)) ® Z exp (27?2] ) |kn_1)
VN 5 kn_1=

Non resta che svolgere esplicitamente 'unica sommatoria rimasta:

n

(0%9) {|O ) + exp (27r2] ) |1>}

=1

%\H
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Scriviamo infine j in notazione binaria:
n—1
J=Jn-1Jn-2---Jo = Z jt2t
t=0
e introduciamo la notazione binaria frazionale:
. . 1. 1. 1
0giir - Jm = 500+ Zie £+ 5oy Im

In questo modo possiamo calcolare j /2

j . o .
@ = In—-1In—-2---Ji+1-Ji---Jo

Fattorizzando ’esponenziale, notiamo che la parte intera non ¢ importante:

exp (27”;[) = exp (2Mijnr - - - jirr) exp (270.j, - . . jo)

Possiamo cosl espandere il prodotto tensore:

QFT(|5)) = \/1N { |0) + exp(27i0.jo) [1) L_l ® [yo> + exp(2mi0.j1 o) | 1) L_Q ® - ®
(5.6)
® [10) + exp(2mi0.ju1jue - jo) 1) L (5.7)

Notiamo che gli stati dei singoli qubit sono ancora separabili: in altre parole, la
QFT non produce entanglement.

L’espressione (5.7)) puo essere ora realizzata mediante gate elementari.
Partiamo notando che I'n — 1-esimo qubit della trasformata dipende solo dallo
stato del primo qubit - |jo) - € puo essere ottenuto mediante un’Hadamard:

QFT(1)1 = i), _, = —5]10)+ exp(2ei0io) 1] = 1 Lo
Tnfatti, jo pud essere 1 o 0:
=0 ), = [0+ m] =)
i=0s [ =[O+ explm )] = [0 -] =

Il qubit successivo, I'n — 2-esimo, ha una fase pit complessa. La parte 0.j; si puo
ottenere applicando un’'Hadamard a |j;), ma resta un contributo 0.0jy che richiede
una C-PHASE controllata da |ko). Definiamo, in generale, la C-PHASE di ordine

k come:
R, = I O
O R.(2mi/2"%)
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Ne risulta che lo stato del qubit n — 2-esimo e dato da:
J) = REH )
Generalizzando, per m > 1:
[3),, = Ratly -+ Ry RY 2V H ) = (H lefiu) H )
1=0

Mettendo tutto insieme si ottiene il circuito rappresentato in figura Si noti che
I'ordine dei qubit dopo la QFT & invertito. Cio puo essere corretto con un’operazione
di SWAP (di ordine O(N)), oppure semplicemente rinominando i qubit.

jnt) Ry} -+ 1 Ry H R, | \30> = 10) + exp(2mi0.jn—1Jn—2 - - - jo) |1)

jn_s) H} - {Rus [ Ry = [i1) = 10) + exp(2mi0.5n 2 - jo) |1)

71) l l Ry

o) o [H] [a-1) = 10) + exp(2ri0.jo) |1)

Figura (5.6) — Schema a porte logiche per la QFT

In totale stiamo usando n? porte logiche quantistiche, e percio I’algoritmo & di
ordine O(n?). Classicamente, I'ordine di una trasformata discreta & O(N?), e quello
dell’implementazione piu efficiente (FFT, Fast Fourier Transform) ¢ O(Nn). A
prima vista, percio, il guadagno quantistico sembrerebbe esponenziale. Va pero
ricordato che per estrarre I'informazione necessaria dallo stato finale sara necessario
fare misure di tomografia quantistica (per determinare le fasi relative), il cui numero
cresce esponenzialmente con n. Ne risulta che, in sé, la QFT non offre particolari
vantaggi.

5.3 Computer quantistici e crittografia classica

La trasformata di Fourier quantistica puo pero essere utilizzata all’interno di algo-
ritmi quantistici piu complessi - e in questo caso permette di ottenere dei guadagni
computazionali.

In particolare, ’algoritmo di Shor permette di fattorizzare in maniera efficiente
numeri primi. Cio é estremamente utile, dato che permette di violare con maggiore
facilita I'algoritmo (classico) di crittografia a chiave pubblica.

5.3.1 La crittografia RSA

Introduciamo una nuova tipologia di crittografia, detta asimmetrica. Creiamo
due chiavi, una pubblica 7 e una privata k. La prima e necessaria per criptare il

171



messaggio, la seconda per decrittario:
E.(P)=C;  DyC)=P

L’idea e che solo sapendo la chiave privata si possa decrittare il messaggio. Percio
la chiave pubblica puo essere distribuita pubblicamente senza compromettere la
sicurezza dei messaggi cifrati.

Cio permette di risolvere (classicamente) il problema dello scambio delle chiavi.
Consideriamo il seguente protocollo:

1. Bob crea 7 e k, e trasmette la chiave pubblica m ad Alice

2. Alice usa 7 per crittografare un messaggio: E.(P) = C. Alice passa ora C' a
Bob.

3. Bob ¢ I'unico che puo decrittare il messaggio C', dato che é I'unico in possesso
della chiave privata k, che non ¢ mai stata inviata a nessuno:

Di(C) =P

L’algoritmo RSA, alla base delle tecnologie moderne di sicurezza informatica (per
esempio le connessioni sicure SSH), si basa sul modello di crittografia asimmetrica.

Costruzione dell’algoritmo RSA. L’idea alla base di RSA sta nell’uso di one-
way functions, ossia funzioni che sono facili da calcolare, ma molto difficili (in
senso di complessita algoritmica) da invertire. Una funzione di questo tipo e
I’esponenziale modulare. Un numero P viene elevato a un numero intero e, e
poi diviso per un altro intero N. Il risultato e il resto di tale divisione intera:

P° mod N=C

Si ha immediatamente 0 < C' < P. Questo ¢ il passaggio di codifica, e la coppia
(N, e) costituisce la chiave pubblica.

La funzione inversa dell’esponenziale modulare, detta logaritmo discreto modulare
e molto difficile da computare. Cerchiamo ora una trapdoor, ossia un’informazione
aggiuntiva che - se conosciuta - rende immediata l'inversione. Tale trapdoor
costituira la chiave privata, in possesso dell'unica persona che puo decifrare C.
Consideriamo allora un intero d che realizzi l’inversione, ossia che:

C? mod N=m
Unendo le due equazioni, cio equivale a:
P mod N =P (5.8)

Ci serve un modo per scegliere ¢, d ed N in modo che la trapdoor d sia difficile da
ricavare conoscendo solo N ed e. Cio e realizzato da una seconda one-way function,
scelta per le sue proprieta in relazione all’esponenziale modulare.

L’idea e di sfruttare il problema della fattorizzazione in numeri primi. Mentre e
facile calcolare N = pipy, con pq, ps primi, € molto piu difficile trovare i fattori
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conoscendo solo N.

Consideriamo ora la funzione p(n) (detta anche ¢ di Eulero, o toziente), che associa
ad un numero n il numero di interi compresi tra 1 e n che sono coprimi con n.
Per esempio, per n = 8, solo 1,3,5,7 sono < 8 e non condividono fattori con 8
(eccetto 1), e percio ¢(8) = 4. In generale, p(n) ¢ difficile da calcolare - eccetto
nel caso in cui n sia primo, in cui semplicemente p(n) = n — 1. Di piu, poiché ¢ &
moltiplicativa, ossia p(ab) = ¢(a)@(b), per pi, ps primi vale:

(p1p2) = eP1)e(p2) = (11 — 1)(p2 — 1)

Possiamo mettere tutto insieme utilizzando il teorema di Eulero (che generalizza
il piccolo teorema di Fermat):

P*™ =1 modn
Elevando entrambi i membri ad un intero k, poiché 1% = 1, vale:
PF(M =1 modn
Moltiplicando per P:
Pkl =P modn
Confrontando con (5.8)) troviamo allora:

kp(n) +1

kp(n)+1=ed=d=
e

Scegliendo n = pips, con p1, po primi, solo conoscendo i fattori (difficili da ricavare
sapendo solo V) possiamo calcolare facilmente ¢(n), e di conseguenza d - che funge
da trapdoor. Del resto, k € scelto per far si che d sia intero, mentre per e si puo
prendere un qualche numero 1 < e < ¢(n) coprimo con ¢(n)).

Esaminiamo i passaggi dell’algoritmo.

1. Bob crea un numero N dato dal prodotto p - ¢ di due numeri primi p, g
sufficientemente grandi. Mentre generare numeri primi e moltiplicarli tra loro
¢ efficiente, fattorizzare un numero grande in numeri primi ¢ computazional-
mente molto costoso. Percio possiamo essere sicuri che, se uno sa solo N, non
sara in grado di ottenere p e ¢ con facilita (il processo potrebbe richiedere
con i computer odierni tempi di milioni di anni).

Bob calcola anche:

P=(p-1)(¢—1)

Inoltre sceglie un numero 1 < e < ® che sia coprimo con ¢ (ossia che non
condivide fattori # 1 con ®) e infine calcola d tale che d-e =1 mod ®.
Tale d costituisce la chiave privata, mentre la coppia di numeri (e, N) ¢ la
chiave pubblica che viene passata ad Alice.
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2. Alice, conoscendo (e, N), puo codificare messaggi nel seguente modo. Il
messaggio da inviare H e codificato in una stringa di bit, ossia un numero P,
e supponiamo che sia P < N. Allora il messaggio cifrato C' si calcola come:

C =E.(P)=P° mod N (5.9)
Alice invia poi C' a Bob.
3. Bob ha ora tutte le informazioni necessarie per decodificare C"

P = Dy(C)=C% mod N (5.10)
Dimostrazione. Vogliamo dimostrare (5.10). Inserendo (5.9), cio equivale a:

C’ mod N =P mod N <P (5.11)

e cio deve valere VP.
Sappiamo che p # ¢ sono numeri primi, e che e, d sono numeri naturali tali che
ed =1 mod ®. Per definizione di modulo, 3k € N tale che:

ed:kq)—i—lg)k:(p—l)(q—l)%—l
dove in (a) si ¢ usato ¢ = (p — 1)(¢ — 1). Riarrangiando:
ed—1=k(p—1)(¢g—1)
ossia ed — 1 & multiplo sia di (p — 1) che di (¢ — 1). Esplicitamente:
Jh,jeN|ed—1=h(p—1)=j(g—1) (5.12)
Poiché p e ¢ sono primi, possiamo spezzare l'uguaglianza da verificare in due:

P modp=P
P modg=P

P modpg=P <&

+ Partiamo dal modp. Se P = 0 mod p, segue immediatamente che P &
multiplo di p, e quindi anche P = 0 = P mod p. Generalmente, pero,
P # 0. In tal caso servono alcune manipolazioni:

P mod p= PP £ phe-p — (pr-lyhp (E) "m=m modp

dove in (a) si & usato il piccolo teorema di Fermat (che non dimostriamo),
per cui:

PPl =1 modp

eneralmente RSA si usa per inviare in modo sicuro le chiavi di altri algoritmi a cifratura
simmetrica, che hanno il vantaggio di essere molto piu veloci.
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In effetti, cio equivale all’enunciato del teorema di Eulero, P#®) =1 mod p,
dato che p & primo e quindi p(p) =p — 1.

o Per 'uguaglianza con mod g si ripete il procedimento. Escluso il caso banale
di P =0, avremo:

ped = ped—ip piaHp — (PP =1"P=P mod q

Abbiamo allora mostrato che:
Cl'=pP9=P modN
e poiché¢ P < N, P mod N = P VP.

5.3.2 Algoritmo di Shor - parte classica

La sicurezza di RSA si basa quindi sul fatto che N non e facilmente fattorizzabile.
Se riuscissimo a determinare i fattori p e ¢ di N, infatti, avendo a disposizione
anche e (che & pubblicamente distribuito), potremmo calcolare direttamente la
chiave privata d.

L’algoritmo di Shor permette proprio di far cio, con una complessita di ordine
polinomiale - al contrario dell’ordine sub-esponenziale del miglior algoritmo classico
per ora conosciuto.

L’idea alla base consiste nel trasformare il problema di fattorizzazione nel problema
di trovare il periodo di una certa funzione, che puo essere risolto in modo molto
efficiente dalla QFT. Vediamo come.

1. Partiamo scegliendo un numero N 3 x < N, che deve essere coprimo con /V,
ossia tale che:

MCD(z,N) =1

Per calcolare ’'MCD si puo usare 'algoritmo di Euclide, che ha ordine
O(log N?). Per due numeri a > b, si parte sottraendo b ad a il massimo
numero di volte possibile (cio equivale ad una divisione intera). Se il risultato
¢ ¢ =0, allora a € un multiplo di b, e quindi MCD(a, b) = b. Altrimenti, per
¢ # 0, si reitera 'operazione tra b > ¢, sottraendo il massimo numero di volte
c a b, e cosl via. L’ultimo numero ottenuto prima di 0 e il risultato cercato.
Per esempioﬂ, per calcolare MCD(1071, 1029):

1071 — 11029 = 42
1029 — 21 - 42 = 21
42-2.21=0
Da cui MCD(1071,1029) = 21.

na visualizzione del funzionamento dell’algoritmo ¢ disponibile a https://en.wikipedial
org/wiki/Euclidean_algorithm#Worked_example
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2. Una volta trovato z € N tale che MCD(x, N) = 1, cerchiamo il piu piccolo
r € N che verifica:

z"=1 mod N (5.13)
e che denotiamo con r. Equivalentemente, 7 ¢ il periodo della funzione:
f(r)y=2" mod N

ossia ¢ tale che f(0) = f(r) = 1. Come vedremo nella prossima sezione,
questo problema ¢ risolto in maniera efficiente da un computer quantistico.
Se 7 & dispari siamo di fronte ad una soluzione spuria, e risulta necessario
ripetere dall’inizio I'algoritmo. Altrimenti, possiamo procedere al punto 3.

3. Poiché /2 € N, possiamo definire y = 27/2. Sostituendo in (5.13) si ha:
> =1 mod N=y*~1=0 mod N= (y+1)(y—1)=0 mod N

Cio significa che 3k € N te. (y+1)(y—1)=kN. Se (y+1)o(y—1)¢un

multiplo di N, ossia se y = —1 mod N, € necessario ripetere ’algoritmo da
capo. Altrimenti, uno tra MCD(y + 1, N) e MCD(y — 1, N) ¢ un fattore non
banale di N.

5.3.3 Algoritmo di Shor - parte quantistica
(Lezione 15 » del

Concentriamoci sul punto 2, per cui esiste un algoritmo quantistico estremamente 5 /6/2019)
piu efficiente di una qualsiasi alternativa classica attualmente conosciuta.

1. Consideriamo la funzione f,: N — [0, N]N'N, con a € N, definita da:
fa(x) =a® mod N

Vogliamo trovare il periodo r, ossia il piu piccolo numero » € N per cui
fa(x + 1) = fo(x). La sua implementazione quantistica (reversibile) ¢ data
dalla mappa:

[ (W) 2 120 [y @ F (@),

dove |z), e |y), sono due registri da n qubit ciascuno. Cio permette di
esaminare /N = 2" input possibili. Fortunatamente Uy, come nel caso classico,
¢ facilmente implementabile anche come gate quantistici.

Supponiamo, per semplicita, che il periodo r sia un sottomultiplo del range
del dominio N, ossia che:

N
dImneN|—=m
r
In altre parole, f(x) si ripete un numero intero di volte nell’insieme di input

possibili.
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Nota: 'algoritmo funziona anche senza tale ipotesi, ma compaiono alcune
complicazioni matematiche piu difficili da trattare, e che essendo di natu-
ra puramente tecnica non aggiungono nulla alla comprensione della procedura.

Inizializziamo il registro |z), con una sovrapposizione di tutti gli stati, mentre

1Y), = 10),,:

(Wo) = (H®"0),) ® |0),, = (Z |z) >®|0

Dopo l'applicazione di Uy giungiamo allo stato (figura :

] 2l
U, ) =
W) (Wy) W)
[ [ [
0)E" 4— gon HH 2 o A L QFT {4
| | |
I Uf I I
n | n | |
|O>®n a : y yD fx) I /7< :

Figura (5.7) — Schema del circuito a porte logiche quantistiche per ’algoritmo di Shor

2. Notiamo che |¥;) ¢ uno stato entangled - e percio gli stati dei registri |z)
e |y), non sono separabili.
Misuriamo quindi il secondo registro, trovando un certo valore f. Cid proietta
1) nel prodotto tensore tra tutti i valori |z) tali che f(x) = f - che sono
esattamente m, dato che f(x) si ripete m volte nel set degli N possibili input
- e il valore |f) stesso. Detto zg il primo valore per cui f(z) = f, tutti i
seguenti rispettano x,, = xo+ jr per la periodicita, con j € N. Percio lo stato
finale, una volta normalizzato, ¢ dato da:

0,) = mg\xmr )| 7o) >n—[jm§_%|xo+jr> @ |f(xo)),

3. Ora possiamo scartare il secondo ket, e concentrarci sul primo - che e sovrap-
posizione di stati tutti alla stessa distanza r tra loro. Per trovarla eseguiamo
una Quantum Fourier Transform:

QFT{|z), }

NZ exp (mm’y> y)

ﬂ\
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Per linearita, si ottiene:

[¥a) = QFT{¥2)} = —=— Z mz b (2ri(an + 1) L) )

Misuriamo lo stato, ottenendo un certo valore 4 con probabilita:
2

y(xo —l—jT’))

||P1S

P(y) = 1{¥s|9)|* ‘

N/m
1 m? el QWijf;“\y

=—— ex =

Nmm? |5 P N

m |1 72 2Ty
= — |— e

N |m = m

—~~ 1=

1/r

Si osserva che gli unici casi in cui P(y) # 0 sono quelli in cui y = km, con
k=0,...,7r—1 (dato che y < N, ossia km < mr), in cui P(y) = 1/r:

1 1m—1
=31
=

Infatti, in totale k& puo assumere r valori, ciascuno con probabilita 1/r. Percio
la probabilita che lo stato finale sia uno qualsiasi in cui §y = km & 1 (certezza),

P(km) = :i ke{0,. . r—1)

e quindi non vi sono altri esiti ammessi.
Ma allora una qualsiasi misura ritorna un y, cioe:

N
j=h—
r
Riarrangiando:
y_k
N r

Se k = 0, cosa che succede con p = 1/r, non abbiamo ottenuto alcuna
informazione su r, ed ¢ quindi necessario ripetere I’algoritmo.

D’altro canto, se MCD(k,r) = 1, possiamo ridurre ai minimi termini la
frazione /N, ottenendo come denominatore esattamente 1'r cercato. Si
dimostra che cio avviene con p > 1/(loglogr).

Se cosl non e, risulta necessario ripetere ’algoritmo, fino a quando non si
verifica MCD(k,7) =1 (o fino a quando non si hanno sufficienti informazioni
per ricavare ).

Da considerazioni sulla complessita di Uy, della QFT, e sulla probabilita di successo,
si ottiene che I’algoritmo di Shor & di ordine O(n?lognloglogn) (con n = log N).

] . . . . . . . 1/3 1/3
Per confronto, il il miglior algoritmo classico risulta in un e /3 (logn)!/?)
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5.3.4 Esempio

Applichiamo 'algoritmo appena esaminato ad un caso semplice. Definiamo una
funzione periodica come:

flz) = ;(cos T+ 1)

Poniamo N = 23 = &, per cui lavoriamo con 3 qubit:

Si trova:

f:{0,1}* — {0,1}

E percio r =2, da cui m = N/r = 4.

1. Prepariamo lo stato iniziale:

1 7
[91) = %I;Iw)l (),

2. Misuriamo la seconda componente di [¢1) e troviamo (per esempio) |0),. Lo
stato risultante e allora:

o) = 510+ 13) + 13) + 1) @ [0}

3. Applichiamo la QFT alla prima componente. Esplicitamente, uno stato
generico |7) viene cosi mappato in:

Lo stato risultante ¢ allora dato da:

11
>_ﬁ§

{ 10)

. 1 < 2mijk
1) = — exp( > k
' 2mi T
+ exp (4) |1) + exp (4) 2) + - +exp (4) 7)
. . 91
+ exp (z)m)ﬂ)—l—exp (67”) 12) +-- +exp< 7TZ>|7>
4 4 4
. 107 .
+exp(5m>|1>+exp 0m>’2>+_ +exp(35m>\7)
4 4 4
i 497i
+ exp (T)H)—l— + St +exp< 47rz>|7>}
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4. Misuriamo |v3). Se otteniamo |0) non ricaviamo nulla, mentre se otteniamo
|4) abbiamo la soluzione, dato che:

¢ verificata se:

e quindi otteniamo r = 2, come desiderato.

5.4 Phase Estimation Algorithm

(Lezione 16
Consideriamo una trasformazione unitaria U che agisce “aggiungendo una fase” ¢ 6/6/2019)

ad un suo autovettore |u):
Ulu) =e®u)y 0<¢<2r

Supponiamo di poter preparare lo stato |u) con un registro di m qubit, e di avere a
disposizione delle porte logiche Control-U 2‘], con J > 0, capaci di applicare condi-
zionalmente (ossia a seconda del valore di certi qubit di controllo) la trasformazione
U reiterata 27 volte.

Come possiamo stimare la fase ¢7

In primo luogo, non possiamo misurare direttamente lo stato trasformato e lu),
dato che differisce da |u) per una sola fase globale - e quindi produce gli stessi
valori attesi per ogni osservabile indipendentemente dal valore di ¢.

Tuttavia, utilizzando i gate di controllo a nostra disposizione e possibile trasformare
la fase globale in una fase relativa, e quindi creare un algoritmo per ottenere una
stima arbitrariamente vicina a ¢.

Nello specifico, possiamo determinare n bit di ¢, ossia un numero a = a,,_1a,_s . . . a1ag
di n bit tale che:

1
¢:27T<£in+5); 0< 6] < (5.14)

dove 0 e I’errore associato ad a, che diminuisce esponenzialmente al crescere del
numero n di bit utilizzati. In questa notazione, denotiamo con ¢ la miglior stima
della fase, e con d¢ il relativo errore:

&:27T£in; 0p = 276; qﬁzé—l—éqﬁ

Per ottener cio, facciamo uso del seguente circuito quantistico:
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[Wo)  [W1) W) Ws)

| | | |
aH T H=

| | | |

| | | |
gkily | 1

| | | |
A I | QFT E5 A
L 1 =

| | I I

| | | |

| | | |
gatiiy ; e

| | | |

U — = ... = n—2 —il n—1 .

‘U> ::::: U2 — U2 — — U2 — U2 : :

Figura (5.8) — Schema a porte logiche quantistiche dell’algoritmo di Phase Estimation

Impieghiamo due registri: uno da n qubit, inizializzato a |0), che conterra la stima
a della fase, e uno da m qubit, inizializzato a |u), su cui agiscono le C' — U 2’ Lo
stato iniziale e percio:

[Wo) = (|0)[0) ---10))1 ®@3

Tramite n Hadamard realizziamo una sovrapposizione di tutti gli stati nel primo
registro:

0)) = (H*" © ") [Wg) = (@?zljﬁum " |1>>1) ® lu),

A questo punto, applichiamo in sequenza n C-U 27 sul secondo registro, ciascuna
condizionata da uno degli n qubit del primo, giungendo allo stato |¥s). Partiamo
calcolando P'azione di C-U?" sullo stato (|0) + [1))/v/2 ® |u):

1

1
c-u?’
—— V2

(10) + 1) @ IU>} = 7 W10 [u) + W L) |u)] =

- 5

= —= [10) |u) + exp (i27¢) 1) [u)] =

B 1

V2
Notiamo che, poiché |u) & autovalore di U, U2, U*..., la C-U?" non modifica lo stato

del secondo registro, mentre propaga una fase relativa (misurabile) nello stato del
primo registro. Poiché allora I'input di ciascuna C-U 2" non cambia, basta reiterare

S

[10) + exp (i279) |1)] ® |u) (5.15)
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la (5.15)) per ottenere |Ws):

L (10) + exp (i2" ") 1)) (|0) + exp (i¢2"?) |1)) ®

|‘I’2> = W

- ® (]0) 4 € |1>) (10) 4+ € (1)) ® |u) =
10) 1) + - - exp(i(2" = 1)¢) [1) [1) -+ - [1)), ® |u), =

=5 (0 10)-+-10) +¢10) -
N (5.16)

\/272 e [y), Ju),

Concentriamoci sullo stato del solo primo registro. La (5.16)) ha la forma della
trasformata di Fourier dello stato |¢) che codifica la fase. Per determinarlo, percio,
applichiamo l'inversa della Quantum Fourier Transform, che & definita da:

2n—1
QFT'{|y)} e p( me) )

Otteniamo allora (per il primo registro):

2n—-12"—1
) = QFT 1)} = 5 > 3= e (5 ) 0 o) =

z=0 y=0
1 2m—12"—1 2) 9
( mwy) exp< 7r2my> exp(2midy) |x) =

=0 on exp
@ X
_ !
2"

Z_l Z exp (=52 (w — a) ) exp(2ridy) o)

2n

Una misura proiettiva risulta in un certo valore b con probabilita:

122! 2
— > exp ( ma:y(b - a)) exp(2midy)

P@) = (b 3P = |- i

y=0
dato che (b|x) = 6.

Distinguiamo ora tra due casi:

1. Se § =0, ossia se |¢) puo essere codificata da n bit (o meno), allora vi ¢ un
solo valore di b con probabilita non nulla, ed ¢ quello che corrisponde alla

miglior stima a. Infatti:

) =[] -1
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2. Se 6 # 0, sono in generale possibili piu risultati. Quello che offre la stima
corretta di ¢, ossia b = a, ha probabilita data da:

2" —1 2 2" —1 2
1
Plb=a)=|= > exp2midy)| = — | > [exp(2m’5)]y =

o~ o | o LT
1 1o P 1 |1—exp(2mio2”)|?
(@22 1—a | 22| 1— exp(2mid)

1 |sin(r62")|?
_ L |sin(md2") (5.17)
(b) 227 | sin(7d)

dove in (a) si & usata la formula per le somme parziali di una serie geometrica:
n 1— Z.n—i—l

1—=x

e in (b) un’identita dell’esponenziale complesso:

1 —expA| = |1 —cos A —isin A| = /(1 — cos A)2 4 sin? A =
:\/5\/1_\/(2})*”4\/5

Diamo una stima di P(b = a). Poiché 2z < sin(rz) < wz Vz € [0,1/2], si ha:

— 925in —
Sln2

| sin(7w02™)| > 2]6|2"; | sin(70)| < 74|
Sostituendo in (5.17)) otteniamo:

1 4[5]222 4
P(b:a)>—|’ = — ~0.405

= 92n 7r2]6|2 - 2

Percio la miglior stima a di n bit di ¢ si ottiene con una buona probabilita.
Si puo dimostrare che gli altri esiti probabili differiscono da a per i bit meno
significativi. Nello specifico, si possono ottenere [ bit della fase ¢ con una
probabilitd p > 1 — € usando n = [ + O(log(1/¢)) qubit.

Numericamente, con soli 60 qubit si raggiungono stime con 18 cifre signifi-
cative - comparabili con le migliori misure tecnologicamente possibili nella
fisica sperimentale.

5.5 Eigensolver

Un’applicazione importante dell’algoritmo di Phase Estimation ¢ legata al calcolo
di autovalori e autofunzioni di una certa Hamiltoniana H indipendente dal tempo.
Lavorando in rappresentazione {z} (con d = 1 per semplicita), denotiamo con
ba(x) le autofunzioni di H di autovalore &,, tali che:

H¢a(x) = ga¢a<x> a €N
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L’evoluzione temporale di tali autostati avviene per I'aggiunta di una fase:

alirt =0) 1 Gulit) = exp (-2@) 6u (. 0)

Cio deriva direttamente dall’equazione di Schrédinger dipendente dal tempo, che
per una generica funzione d’onda ¥ (x,t) ¢ data da:

)
@h&¢(%t> = H(z)Y(x,t)

Percio gli autovettori ¢, () sono anche autovettori dell’operatore U () di evoluzione
temporale, che ha le stesse caratteristiche dell’operatore U visto nella sezione
precedente:

U) =exp (= HE)s  UO162) = e (-5t ) 0]

5.5.1 Algoritmo classico

Classicamente, un algoritmo che permette di trovare autovalori e autovettori (e
che, come vedremo, puo essere adattato al caso quantistico con un certo guadagno
computazionale) si basa sul calcolo di trasformate di Fourier.

Consideriamo una finestra temporale finita 0 < ¢ < ¢, e una funzione d’onda iniziale
arbitraria (), che scriviamo nella base degli autostati di H:

=400

Yo(x) = Y(x,t =0) = Z Ao o ()

a=0

La sua evoluzione temporale ad un certo istante ¢ ¢ quindi data da:

Yo(z,t) = Jrzo:o (o €XP (—;5@) o) = Jio et g, (2); -
a=0 a=0

Fissiamo un punto z = xy. La funzione v (zg,t) & la sovrapposizione di funzio-
ni periodiche con pulsazioni w,, che possono essere evidenziate svolgendo una
trasformata di Fourier®

Y(z0,w) = Fp(x0,1)](0,w) =

= [ S et an) = 3 a0 [ expliw - wn)t)o(o)
0 a=0 0 0

a=
Quando w = wg otteniamo:

o) = szl + 3 oo [t expl(o =)0

li integrali possono essere calcolati numericamente discretizzando il dominio
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Per ¢ sufficientemente grande (¢ > ws/(27)) il secondo termine ¢ la somma di
integrali di funzioni oscillanti su un numero grande di oscillazioni, ed ¢ percio
limitato (¢ — 0), mentre il primo termine scala linearmente con ¢. Del resto, per i
punti intermedi (in cui w # w,Va), la funzione ¢ solamente limitata. Deduciamo
percid che 9)(xg,w) & piccata sulle w, (figura .

Dai massimi di @/;(930, w) ¢ percio possibile stimare le w, e quindi gli autovalor Ea
di H. Per le autofunzioni, notiamo che per t sufficientemente grande:

11;(1‘070104) ~ Gq 07(330)
Percio:
Tg(h,wa) _ <Z5a(l’1)
UV(rg,wa)  Palr2)

Fissando arbitrariamente ¢g (1) = 1si puo valutare l'autofunzione a-esima in
qualsiasi altro punto - a meno della normalizzazione (che pud essere imposta
successivamente).

Poiché le risorse computazionali sono finite, nella pratica ci si limita ad una certa
regione, per esempio x € [—L, L] per un certo L fissato, che viene discretizzato,
ossia suddiviso in 2" parti, ciascuna lunga Az = 2L/(2" — 1), dove n ¢ il numero
di bit a disposizione. Le autofunzioni (cosi come la funzione d’onda 1y(z) iniziale)
sono valutate solo nei punti z; tali che:

r; =—L+iAz ie€{0,...,2" -1}

I
w %

Figura (5.9) — Plot di esempio della trasformata di Fourier

5.5.2 Algoritmo quantistico

L’algoritmo appena visto si traduce in modo naturale al caso quantistico. Partiamo
da uno stato |Wq) arbitrario, che codifica una funzione d’onda () valutata in 2"
punti:

2n—1

[Wo) = Z% o) [7)

ifl precisamente, tale metodo consente di determinare solo gli autovalori per cui a, # 0,
ossia (g | o) # 0. Per una funzione d’onda iniziale generica, senza particolari simmetrie, in
genere a, 7 0 ¢ verificata.
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Notiamo che bastano n qubit per codificare 2" punti della funzione d’onda, con un
guadagno esponenziale di memoria (ammesso che sia possibile preparare un tale
stato).

Per semplicita (di calcolo e di implementazione), scegliamo |¢)y) come un vettore
casuale della base computazionale:

L=
[10) = ‘]>
che corrisponde ad una funzione d’onda y(x) = 0zz; “localizzata in un punto”.
L’algoritmo ¢ lo stesso usato per la Phase-Estimation, dove ora |t¢y) gioca il ruolo

di |u). Supponiamo di avere a disposizione delle gate C-U 2’ dove U & Doperatore
di evoluzione temporale per un tempo At = ¢/(2" — 1):

At
U= H
exp( 1 h>

Fortunatamente tali U ammettono un’implementazione efficiente per una larga
classe di Hamiltoniane.

Prepariamo allora lo stato iniziale:
[Wo) =10)7" ® [¢0),

Realizziamo la sovrapposizione massima degli stati dei qubit di controllo (primo

registro):
[Uy) ( Z 17) > ® |10

E applichiamo la successione delle n C-U 27 giungendo allo stato entangled analogo

al (5.10):

Ws) = U7 [to)

\/— Z 7)1 2
o> >, (z o exp(—itaf AY) \¢a>)

)1 [Y(jAL)) =

2

dove in (a) abbiamo applicato la definizione dell’operatore di evoluzione temporale,
e in (b) siamo passati nella base degli autoket |¢,) di H.

Non resta allora che eseguire una QFT~! sul primo registro. Misurando i primi n
qubit si ottiene una stima di una ws (con probabilita |a,[?), e immediatamente si fa
collassare il secondo registro nel relativo autostato |¢s) (che puo essere ricostruito
da ulteriori misurazioni).

Semplicemente ripetendo 1’esecuzione si possono ottenere altri valori di w,,.

Il vantaggio di tutto cio e che la QFT e molto piu efficiente dell’analogo classico.
Percio, a meno di aver scelto una |t¢) con proiezione troppo piccola lungo un |¢,)
desiderato, si possono calcolare tutti gli autovalori nella regione di interesse (per
esempio alle energie prossime allo stato fondamentale) in tempo polinomiale.
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5.6 Error correction

Ogni sistema e soggetto a malfunzionamenti, e ogni implementazione puo - a seguito
di determinati eventi pitt 0 meno rari - produrre errori. Risulta quindi importante
studiare il modo di ridurre quanto piu possibile tali evenienze, ed eventualmente
correggere comportamenti anomali. Analizziamo ora alcuni metodi che permettono
di raggiungere questi obiettivi.

5.6.1 Classical error correction

Sia € la probabilita che un qualsiasi generico protocollo generi un errore. Per una
buona implementazione € < 1, ma comunque # 0. Ridurre ulteriormente € puo
pero risultare molto costoso o difficile. Una strategia migliore e allora quella di
inserire ridondanza nella comunicazione, dando cosi la possibilita al destinatario
di rilevare e correggere alcuni tipi di errori.

Consideriamo, per esempio, una situazione in cui Alice vuole mandare un bit
a € {0,1} a Bob. Avremo allora una probabilita e che Bob riceva un bit diverso da
quello spedito da Alice, a seguito di un qualche fallimento del canale di trasmissione.
Se pero Alice invia 3 copie del bit a Bob, per esempio 000, un singolo errore con
p = € produce un messaggio tra 001, 010 e 100. In tutti e tre i casi Bob puo
ricostruire il messaggio originale applicando il principio del voto di maggioranza:
poiché la probabilita e che un bit sia corrotto e bassa, ci aspettiamo che la maggior
parte dei bit siano corretti, e percio che il messaggio originale sia quello compatibile
con la maggior parte dei bit ricevuti - ossia 0.

Tale schema non funziona in ogni caso. Per esempio, se il messaggio originale ¢ 000
e si verificano 2 errori, Bob riceve 011, 101 o 110. Applicando il voto di maggioranza
si ricostruire un messaggio (1) diverso da quello originale (0). Tuttavia, poiché
tale situazione si verifica con probabilita decisamente inferiore, la strategia rimane
valida per garantire una maggiore stabilita del canale di comunicazione. Lo si puo
vedere esaminando tutti i casi possibili:

# Errori  Messaggio ricevuto Prob. Fallimento?
0 000 (1 —¢)3 N
1 100, 010, 001 €(1 — ¢)? N
2 110, 011, 101 €*(1 —¢) S
3 111 e S

Tabella (5.2) — Esiti possibili per il trasferimento di un bit con un fattore 3 di ridondanza

Mettendo tutto insieme, la probabilita di fallimento P3 con 3 bit di ridondanza &
data da:

P =3[(1—e)] + € =0()
che e decisamente inferiore rispetto alla probabilita di fallimento per il protocollo a

un solo bit: P} = e.
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5.6.2 Quantum error correction

Proviamo ad applicare il protocollo di “ridondanza + voto” nel caso quantistico.
Si rivelano subito alcuni problemi:

1. Innanzitutto non possiamo copiare n volte uno stato generico |¢) sconosciuto
(no cloning theorem) per generare ridondanza

2. Non e possibile misurare direttamente i qubit ricevuti per confrontarli tra
loro, dato che una misura proiettiva modifica irrimediabilmente lo stato a cui
si applica

3. Non e detto che gli errori consistano solamente nel bit-flip, ossia nella trasfor-
mazione di |0) <> |1). Potrebbero esserci effetti, per esempio, che modificano
la fase relativa tra le due componenti del qubit inviato.

Quantum bit-flip code

Supponiamo che Alice voglia inviare un qubit nello stato |[¢) = a|0) + S]|1) a
Bob tramite un canale quantistico affetto da rumore. Supponiamo inoltre che il
rumore agisca indipendentemente su ciascun qubit, lasciando un qubit invariato
con probabilita 1 — €, o invertendolo (come un gate NOT, o) con probabilita e.
In tale situazione, introduciamo un protocollo di correzione detto 3-qubit bit-
flip code, che si basa sul codificare gli stati della base computazionale inserendo
ridondanza:

0) = [0) =1000); [1) = |T) = [111)
Alice, percio, applica tale codifica al proprio qubit |t):
[4) = al0) + B 1) = |&) = a|0) + B|T)
Notiamo che:
&) = a[000) + B[111) # [¢) 1) [¢) = (@]0) + B]1)) @ (@ [0) + B]1)) @ («[0) + 3 [1))

e percio la codifica non viola il teorema del no-cloning, e infatti puo essere
implementata utilizzando due CNOT (figura [5.10)).

)
0) —& ¥)
|0y ————

Figura (5.10) — Schema a porte logiche quantistiche per la generazione di ridondanza

Consideriamo tutte le possibili combinazioni di errore (date le ipotesi):
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Messaggio Ricevuto Prob. Stato finale |zo) |21)
a [000) + B]111) (1—€? 000+, i\lll) 100)
«|100) + 5 (011) e(1—¢€)?> «|000) 1)y |11)
«010) + 5 [101) e(1—¢€)? «|000) 1) |10)
a [001) + 3]110) e(l—e? al000) + 3\111> 01)
a |110) 4+ 5]001) €2(1—¢€) «all11) + £]000) [01)
« [101) + 3]100) e(l—¢€) allll)+p ()()(> 110)
a|011) + B]100) E(1—¢) allll) ) [11)
a|111) + 5]000) € a|l111) + 3 \OOO) 100)

Tabella (5.3) — Possibili messaggi ricevuti a seguito di errori

Per capire in quale caso ci si trovi non ¢ possibile misurare direttamente i 3 qubit -
cio distruggerebbe la sovrapposizione coerente dello stato |¢) che si vuole ricevere.
Piuttosto, € possibile correlare 2 qubit ausiliari e misurarli lasciando invariati
gli altri 3, che possono poi essere corretti applicando una certa operazione U
determinata dall’informazione ricavata dalle misure.

L’idea ¢ la seguente. Ipotizziamo, per esempio, che Bob abbia ricevuto lo stato:

[W,) = a |100) + 5]011)

Bob puo usare due qubit ausiliari per misurare la correlazione tra 2 coppie dei 3
qubit. Nel dettaglio, trova che nello stato ricevuto, primo e secondo qubit diffe-
riscono, cosi come il primo e il terzo. Nell’ipotesi (probabile) che vi sia stato un
solo errore, una coppia di qubit differenti indica che uno dei due e quello errato.
In questo caso, percio, le informazioni ricavate puntano sul primo qubit - che puo
quindi essere corretto mediante un NOT (o).

L’operazione appena discussa & realizzata dal circuito di figura [5.11] L’idea di base
¢ che una sequenza di due CNOT che usano come controllo qubit nello stesso
stato equivale ad un’identita, dato che non e altro che ’applicazione di una stessa
trasformazione unitaria ripetuta due volte.

D’altro canto, due CNOT che partono da stati |¢) e o, 1) equivalgono a un’unica
NOT.

|W1) |Uy)

fan)
A\
a
A\

10) 7| |wo)

10) O—0— A |2

Figura (5.11) — Schema a porte logiche quantistiche per la misura di correlazioni tra i qubit
ridondanti
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) H{—
0) — HI—t|9)
|0) S— H —

Figura (5.12) — Circuito a gate quantistici per realizzare la codifica del 3-qubit phase-flip code

A seconda degli stati |zo) |x1) misurati possiamo correggere opportunamente 'erro-
re rilevato, come mostrato in tabella[5.3] Notiamo che a volte la correzione non
consente di ricavare lo stato originale (esattamente come nel caso classico). Cio &
dovuto al fatto che, potendo misurare solo 2 correlazioni, possiamo distinguere solo
4 degli 8 casi possibili.

Uno schema molto simile puo essere adottato per correggere errori che consistono
in un’inversione di fase, ossia tali da mappare:

+) == =) =)

dove:

+) = j§<ro> C) o) = j§<ro> — 1)

L’idea ¢ di usare lo stesso circuito, ma partendo da una codifica in una differente
base:

Un’implementazione per tale codifica & mostrata nella figura [5.12

Correzioni avanzate

Generalizzando, possiamo correggere entrambe le tipologie di errori con uno stesso
circuito, codificando la ridondanza in 9 qubit (9-qubit Shor code):

0) 1 [0) = \}g(|ooo> 4+ [111))(]000) + |111))(J000) + [111))
1) 1 1) = —=(1000) — [111))(]000) — [111))(J000) — [111))

V8

Le idee sono le stesse di prima, ma la scala del circuito rende il tutto estremamente
piu complicato.

Allo stato attuale si reputa che raggiungendo € ~ 1072 + 10, mediante algoritmi

di questo tipo si possa realizzare il Fault tolerant quantum computing, ossia un’ar-
chitettura di computazione quantistica resistente a tipologie generali di errore.
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Un’altra strada per la correzione degli errori e data dal codificare qubit nei sottospazi
invariantt per le simmetrie degli errori possibili.
Per esempio, consideriamo un errore che aggiunga una fase:

10) = 10)
1) = e |1)

L’idea & di codificare |0) e |1) nella sovrapposizione di stati a pit qubit che si
trovano nello stesso autospazio dell’operatore errore. Nel nostro caso, se esaminiamo
I’azione dell’errore sui vettori della base computazionale per 2 qubit, notiamo due
stati su cui I'errore agisce “nello stesso modo”:

100) + [00)

101) > € 01) = |0)

110) s € |10) = |1)
)

|11) — €% |11)

Scegliendo allora |0) — |01) e |1) + |10) come codifica, I'azione dell’errore aggiunge
una fase globale e quindi non cambia lo stato.
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Complementi

6.1 Teoria delle perturbazioni dipendenti
dal tempo

Consideriamo un sistema quantistico - che puo essere costituito da atomi, o piu in
generale da qubit - e che vogliamo poter regolare dall’esterno, per esempio mediante
impulsi di radiazione elettromagnetica. Vogliamo poter descrivere cosa accada agli
stati quantistici a seguito di un potenziale che varia nel tempo. Dal punto di vista
energetico, alcune delle possibili conseguenze di una perturbazione sono date da:

« Assorbimento dell’energia della perturbazione, con passaggio tra stati |i) —
|f), con & < &

o Emissione di parte dell’energia contenuta nello stato, con passaggio tra stati
i) = |f) con & > &

o Passaggio da un autovalore dell’energia nello spettro discreto a uno dello
spettro continuo.

Nello specifico, supponiamo che il sistema sia descritto da un’Hamiltoniana H (t)
scomponibile in un termine H, indipendente da ¢, e un potenziale W (t) che invece
dipende da ¢:

H(t) = Hy+ AW (2)

dove A & un parametro che quantifica il rapporto tra le due componenti Hy e W (t).
Denotiamo con |p,,) gli autostati di Hy (che supponiamo avere solo spettro discreto)
di autovalore &,, che consideriamo conosciuti:

Hy ‘90n> =& |‘Pn>

Per A = 0 I’evoluzione temporale dipende solo da Hy, ossia da un potenziale costante.

In tal caso, se il sistema si trova in un autostato |p,) di Hy a t = 0, allora & nello

stesso autostato a qualsiasi altro istante (e infatti |p,,) sono detti stati stazionari).
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In particolare, la probabilita che il sistema nello stato |[1(t = 0)) = |¢;) si trovi in
los) ad un istante ¢t ¢ esattamente nulla:

2

P ) = oy 100 P = (s i exp (160 )| =0

Tale P;(t) non ¢ altro che la probabilita di transizione tra I'evoluzione tempo-
rale di |¢;) al tempo t e |pf).

Se A # 0, in generale, P;¢(t) # 0. In altre parole, la presenza di un potenziale che
varia nel tempo fa si che quelli che prima erano stati stazionari ora non lo siano
pitl.

Cerchiamo quindi un modo per calcolare tale P;¢(t) nel caso generale. Nella
visuale di Schrodinger, ’evoluzione temporale di uno stato ¢ data dall’equazione di
Schrodinger dipendente dal tempo:

in L w0) = [Ho + 2w (o) 1) (6.1)

Basta allora trovare la |1(t)) che risolve tale equazione con la condizione iniziale
|t(t = 0)) = |g;), e si puo calcolare la probabilita desiderata:

Py (t) = [{gy [ () |”

Per farlo, riscriviamo la (/6.1]) in coordinate, scegliendo come base quella formata
dagli autostati di Hy. Partiamo trasformando la |¢(¢)):

B =TH0) = 3 o B0 o) = Sl (62)

cn(t)

dove in (a) si ¢ usata la completezza di Dirac. Sostituendo in (6.1]) si ottiene:

d —+o00 —+o00
mdt Z t) k) = Ho ch ) n) + AW () > en(t) [or)
k=0

Prendiamo il prodotto scalare con |p,):

di = -
mdt Z cn(t) (on | or) = D clt) (@nl Holor) +X D ci(t) (on] W () |ok)
W—/ k=0 — k=0 v
Onk Okl Wnk(t)

Giungiamo allora al sistema di equazioni:
+oo
ihén () = Encn(t) + XY Wak(t)ew(t) (6.3)
k=0

Poiché in generale W (t) non ¢ diagonale in questa base, le equazioni differenziali
sono accoppiate tra loro, e percio risultano di difficile soluzione.
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Cerchiamo allora di semplificare il problema. Partiamo passando in visuale di
interazione, ponendo:

(1)), = exp( tﬂo) o (6.4)

dove |1(t))4 € la funzione d’onda nella visuale di Schrédinger (finora utilizzata).
Nel caso di (6.2)), otteniamo:

> bult) o) = 10, = X e (G2, ) (0 )

Proiettando in coordinate (ossia prendendo il prodotto scalare per |p,)), si giunge
a:

ba(t) = calt) exp (;Ent) s en(t) = ba(t) exp <—;8nt> (6.5)

Tale manipolazione permette di semplificare notevolmente la notazione. Infatti,

sostituendo (6.5)) in (6.3) otteniamo:

il (Wé/hsn/) + bn(t)> exp (—hsnt> = &bt =&l |+

A Wk (8)b(2) exp <—;Ekt>

k=0
e dividendo per I'exp:
+o0 _
ihbn () = XY Wik ()b (t) exp(iwnat);  wor = En = & (6.6)

k=0

Abbiamo percio rimosso ’evoluzione data dal potenziale costante Hy, focalizzandoci
solo sull’azione della componente dipendente dal tempo W (t).

Geometricamente, possiamo immaginare I’evoluzione data da H(t) come la sovrap-
posizione di due rotazioni a diverse velocita - una costante (data da Hy) e una
variabile (da W(t)). In quest’ottica, le b,(¢) non sono altro che le coordinate di
|1(t)) rispetto ad una base che “evolve come prescritto da Hy”, e che funge da una
sorta di “sistema di riferimento rotante solidale alla rotazione data da H,”.

In altre parole, nella base data da:

o (7)1,

I’evoluzione unitaria data dall’Hamiltoniana H, coincide con 'identita.

Nonostante la notazione appena piu semplice, le sono ancora molto difficili
da risolvere. Per procedere assumiamo percio I'ipotesi perturbativa, per cui le
b, (t) ammettono uno sviluppo in serie di potenze attorno a A = 0:

by (t) = b0 (8) + Xb (1) + N2 (8) + . .. (6.7)
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Equivalentemente, per il relativo ket vale:

[0(8)); = (b (8) + MO (8) + .. ) [on) =
= [pO() + A D (1)) + A [p®

Sostituendo in (6.6) giungiamo a:
(00 (1) + MO @) + ... ) = ank () A (8) + AT (8) + .| expliwit)

Poiché tale equazione deve valere VA € R, possiamo uguagliare i coefficienti delle A
di ciascun ordine. Per A" otteniamo:

il (t) = 0 = bO(t) = bV(0)

Imponendo la condizione iniziale (|¢)(t = 0)); = |¢;)) otteniamo:

B (t = 0) = 6pi
VI(t=0)=0 Vr>0

E quindi:
b (1) = 0 (0) = 0

Per un generico ordine r > 0, uguagliando i coefficienti si giunge a:

+o0
iR (t) = > exp(iwnt) W, ROV (1)
k=0

Supponendo che b~ (t) sia conosciuta, si puo integrare tale equazione differenziale
grazie alle condizioni iniziali specificate in . Avendo fornito la soluzione b (t)
al passo 0, per induzione si possono percio calcolare le soluzioni per qualsiasi ordine.

Concentriamoci sul caso r = 1:

ihb(V Z W b( (1) expiwnit) = Wai(t) exp(iwpit)

ni

Integrando otteniamo:

1
b (t) = p / exp(iwn; T) Wi (T)dT (6.9)
th Jo
Non resta che sostituire nel calcolo della probabilita di transizione:

Py(t) = (os 19(0) = les® = b (OF & B2E + 0 () =

A2 gt ?
=7 /0 exp(iwpT)Wyi(T)dT
dove in (a) abbiamo troncato la serie al primo ordine.

Percio la probabilita di una transizione dipende dall’elemento di matrice che
accoppia lo stato iniziale 7 allo stato finale f. Se tale elemento di matrice & nullo,
allora la transizione (almeno al primo ordine) non pud avvenire.

(6.10)
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6.1.1 Perturbazione sinusoidale

Consideriamo una perturbazione sinusoidale di pulsazione w (es. radiazione di un
laser):

W(t) = —W sin(wt)

dove W ¢ una matrice, le cui entrate W;; caratterizzano gli accoppiamenti tra gli
autostati ¢ e 7 di H.

Inserendo in :

W,
b (t) = —

. t
z'i;” /0 exp(iws;T) sin(wT)dr

Poniamo wy; = wy. Espandendo il sin otteniamo:

[T —e

Wy Wri [f o1
by '(t) = _iﬁ/o dr eXp(zon)Z
_ Wi FXPW% +w)7]

WT 71'0.)7'] _

t B expli(wy — w)T]

-

2h wo + w 0 Wy — W
_ Wi {exp[i(wo +w)t] -1 B expli(wy — w)t] — 1} (6.11)
2h wo + w Wy — W ’

Supponiamo ora che wy +w > |wg — w|, ossia che la pulsazione w del potenziale sia
simile a quella wy di transizione tra gli stati che stiamo considerando. Infatti, ci
aspettiamo che Py sia significativamente non nulla proprio in questi casi (almeno
in questa trattazione al primo ordine).

Poiché i numeratori in (6.11]) sono funzioni limitate, possiamo cosi trascurare il
primo termine:

b(l)(t) ~ _Wfi expli(wy — w)t] — 1 _

! wrwo 2R Wy — W
B _sz exp (z(woz—w)t> exp (z(w();w)t) — exp (_z(wo;w)t) ,
2k Wo — W 21

t(wo—w)t

B —z’Wfi exp (T) sin ((wo ; w)t)

h Wy — W

La probabilita di transizione (per i # f) ¢ allora data da:

: wt 2
1 W] sin (%)
Pi(t,w) ~ ]b;)(t”? = 1 F(t,w —wp); F(t,w) = TQ
5
Il grafico di P;;(t,w) per un tempo fissato e in funzione di w (figura presenta un
picco (di risonanza) attorno a wy; = wy (e a —wy;), di altezza Pyax = |Wpi|*t?/(4h%)
e “larghezza” Aw = 47 /t. Notiamo che la P, puo potenzialmente divenire > 1:
cio ¢ indice che la validita della teoria (al primo ordine) e per soli At sufficientemente
piccoli.
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Figura (6.1) — Grafico di P;y(w)

6.1.2 Fermi Golden Rule

Estendiamo quanto appena visto al caso di uno spettro generale, sia discreto che
continuo. Nello specifico, partiamo da |p;) autostato di Hy nello spettro discreto, e
vogliamo calcolare le P,y con uno stato |f) = |ay) nello spettro continuo.
Poiché per gli autostati del continuo vale la relazione di normalizzazione:

(a]a) = 6(a =)

si ha che la probabilita di transizione ad un singolo specifico stato € sempre nulla,
visto che uno stato nel continuo ha misura nulla.

Bisogna percio considerare un intervallo di stati, che prendiamo wicini allo stato
ap che ci interessa, ossia in un suo intorno D;. Supponendo che tali possibili
transizioni siano indipendenti tra loro, possiamo ottenere la Py integrando sul
range dellindice av € Dy che identifica gli autoket:

Plapt)= [ [{ale(®)da (6.12)

aGDf

Poiché stiamo parlando di autoket di Hy, o € una funzione dell’autovalore &£, che
possiamo usare percio come indice per gli autoket. Differenziando otteniamo:

aza(ﬁ)éda:d—adé’

d€
~—~
p(€)
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dove p(€) € la densita di stati (numero di stati per unita di energia) ad energia

£.

Piu precisamente, cio vale solo in assenza di degenerazione. Nel caso generale, per
identificare un autoket di Hy sono necessari due indici: « e 1'indice di degenerazione
B. Ripetendo il passaggio precedente, giungeremo percio a:

dov = p(B, €) d€ dB
Sostituendo in (6.12)) otteniamo:

P(&,t) :/

£, ) I’p(€, B) dE 6.13
[ HEBIB@) Polé. (613
Al primo ordine, analogamente a quanto ricavato in :

E=&;
h

(€810 = 5 [ explinm) €AW o drs wpi=

Calcoliamo esplicitamente la probabilita di transizione in due casi semplici. Per
semplicita di notazione, lavoreremo nel caso nondegenere.

1. Potenziale costante W (t) = W. Questo ¢ per esempio il caso di un
potenziale che “si accende improvvisamente” a ¢t = 0. Si ha allora:

(€ lv(t))

1 t .
s (EIW ]cpi>/0 exp(iwpT)dr =

1 exp(iwpt) — 1
= G €Wl SR
W it w 'Lt .
_LEW e e () —exp (057 (waz-t> _
21 i i W fi
_2EIWe g, (4111 o (zwft)

h Wri 2 2

Prendendo il modulo quadro:

{E [0} P = o (€1 W |0) PF (t,g - 5@*); Pltw) = (m(s))

Possiamo ora sostituire in (6.13)), ottenendo:

E-&;

LW o PF (t, - )p(E)dé’

eae h?

P(Ent) = .

Sappiamo che F' ¢ piccata attorno a &;, ed ¢ tanto piu stretta quanto piu
t ¢ grande. Supponendo allora che ¢ sia sufficientemente grande, si ha che
P(&y,t) ¢ significativamente # 0 solo per £ = &;. Supponendo poi che WV e
p(€) siano approssimativamente costanti in AE (che pensiamo centrato in &;,
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per poter ottenere un risultato non & 0). Possiamo allora valutarli nel punto
medio &; e portarli fuori dall’integrale:

1 , £—&
— —| (€& , . Flt
Wl ey [ P (6555

Con tali ipotesi, possiamo estendere il dominio di integrazione a tutto R, dato
che F =~ 0 per valori di poco diversi da &;. Cosi facendo possiamo calcolare
I'integrale:

P(&; = &,1)

it 4 1 . ﬂf
/ sin? (wf ) —d& =4h | — sin? <WL) dwy;
R 2wy R W¥; 2

dove abbiamo usato il cambio di variabile:

E—-E&; Ny d&
W — Wi = —F—
! h Ty
Con un ulteriore cambio di variabile:
it t
u = w; = du = idwﬂ

giungiamo infine a:

. 2 2 . 2
4 / = ()2 1y — ont / s 2<“) du = 2ht
L R U

—_———

E percio la probabilita di transizione tra lo stato |¢;) e lo stato |ag) di energia
E(ap) =& ¢ data da:
2mt
Pl = lag) 1) = 22| (g | W [i3) P
Tenendo conto anche della degenerazione si ottiene un’espressione leggermente
piu complessa:
2mt
AP(i) — lag) 1) = A5 | (g, 551 W [

Definiamo infine il rate di transizione come la probabilita di transizione per
unita di tempo:

E giungiamo cosi alla regola d’oro di Fermi per perturbazioni costanti:

(gl W) IP0(&r); & =&

27'("
W= —
h

. Perturbazione sinusoidale W (t) = W sin(wt). Ripetendo tutti i passaggi
del caso precedente, si giunge all’espressione (regola d’oro di Fermi):

2
wlp) = lag)) = =By ENBr. &AW ) P & = &+ huw

che descrive il rate di transizione per assorbimento di radiazione. Nel caso di
emissione basta sostituire & = & — hw.
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Hardware quantistico

Per realizzare nella pratica un computer quantistico & necessario soddisfare alcuni
criteri, che furono formalizzati per la prima volta da Di Vincenzo nel 2000:

1.

2.

Scalabilita: qubit con una realizzazione ben definita e replicabile
Reset: possibilita di creare (stabilmente) stati |00000. . .0)

Tempi di coerenza lunghi rispetto alla durata di esecuzione - e percio ben
pit lunghi della durata di un gate.

Detto cioe 74 il rate di decoerenza, e 7, la durata media necessaria per
effettuare un’operazione (gate time, equivalente al clock di un computer
classico), vorremmo che 7,/7, > 1. Nello specifico, sarebbe un buon risultato
avere 74/7, > 10* - dato che cid permetterebbe di realizzare anche gli algoritmi
di error-correction.

Set universale di gate

Read-out efficiente, ossia possibilita di misurare gli stati prodotti dal
computer quantistico in maniera affidabile

Negli ultimi decenni si sono esaminati diversi sistemi hardware per cercare di
raggiungere tali obiettivi. I principali sono:

Cavity QED

Solid-state devices (quantum dot, circuiti in grado di intrappolare singoli
elettroni)

Atomi freddi
Ioni intrappolati

Circuiti superconduttivi

I piu promettenti sono gli ultimi due, che ora introdurremo.
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7.0.1 Ioni intrappolati

In questa implementazione fisica, i qubit sono dati da 7oni, che vengono confinati
grazie ad una Paul trap, mediante un campo elettrico.

® 7o

m

Figura (7.1) — Schema di una Paul trap. Uno ione positivo & sospeso tra coppie di elettrodi,
che esercitano forze repulsive o attrattive in maniera periodica.

Non ¢ possibile realizzare una trappola per soli effetti elettrostatici (teorema di
Earnshaw), e percio € necessario introdurre correnti e scambiare periodicamente le
cariche sugli elettrodi, ad una frequenza sufficientemente alta (figura .

A livello fisico, percio, lo ione puo essere considerato come un oscillatore armonico
in d = 3, con pulsazioni w,, w, e w,. Due di queste sono fissate “in modo stretto”
dalla trappola, e I'altra viene utilizzata come grado di liberta quantistico. In altre
parole: é richiesta molta energia per eccitare i modi lungo x o y, e molta meno per
quelli lungo z - che quindi sono quelli effettivamente raggiunti.

Consideriamo percio N ioni nella stessa trappola, per cui si ha I’'Hamiltoniana:
N p? N1 9 o N e
i=i2m i o i=1 j>i dmeg|r; — rj|

Tale hamiltoniana si risolve con i procedimenti utilizzati per gli oscillatori armonici
accoppiati. In particolare ne consideriamo i modi normali di oscillazione - e in
particolare i due in cui N particelle che oscillano “in fase” o “in opposizione di
fase”.

Lo stato del sistema ¢ allora dato da:

) ) - Jan) [n)

dove |a;) sono stati interni agli ioni (es. due livelli energetici ben conosciuti) e |n)
quelli dell’oscillatore armonico lungo z. In ordine di energia avremo allora:

19,0),19,1),19,2) ... |e,0) , e, 1), [e,2) , ...

(dove si sottintende il prodotto tensore con |0),, [0), che indica lo stato fondamentale
degli oscillatori lungo z e y) dove con g indichiamo lo stato fondamentale e con e
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il primo eccitato. Utilizzando laser possiamo stimolare delle transizioni tra i vari
livelli.

Il reset avviene eccitando le transizioni |g,n) — |e,n — 1). A tal punto uno ione
eccitato tende a decadere nello stato fondamentale, e quindi |e,n — 1) — |g,n — 1).
Poiché tali transizioni hanno tutte la stessa pulsazione w (per effetto degli autovalori
di un oscillatore armonico) si puod usare un unico laser per portare i qubit tutti
allo stato fondamentale. Tale procedimento ¢ detto side-band cooling. Cio ha
un’efficienza P > 99.9%.

Utilizzando poi due laser indipendenti e possibile realizzare il Cirac-Zoller Gate.

—» : induced laser transitions

NS | spontaneous decay

e, n)

le,n—1)

| D,n)

Carrier transition
| D,n—1)

(cancelled by interference

red sideband transition
Figura (7.2) — Schema del procedimento di side-band cooling

7.0.2 Superconducting qubit

Raffreddando alcuni materiali si creano naturalmente coppie di Cooper, ossia coppie
di elettroni “entangled”, che si comportano “come un bosone” e possono condensa-
reE|. Tali coppie possono muoversi “senza resistenza”, e quindi produrre “correnti
che non decadono” - nel fenomeno della superconduttivita.

Per realizzare i qubit si usano delle giunzioni Josephson, realizzate inserendo
un sottile strato isolante tra due strati di superconduttore - che si comportano
come un condensatore con capacita C;. Le coppie di Cooper possono passare
attraverso la barriera per effetto tunnel. Connettendo una giunzione Josephson a
un condensatore C, si crea un charge qubit. Le coppie di Cooper non possono

1’entamglement in realta avviene nello spazio reciproco, non in quello diretto - e quindi si
ha una trasformata di Fourier. Tutto cio si tratta nel framework della seconda quantizzazione,
che ¢ oltre agli obiettivi di questo corso.
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attraversare le armature del condensatore (la distanza e troppo ampia) - e percio
lo stato superconduttore che si affaccia al condensatore ¢ “un’isola”, nel senso che
¢ completamente scollegato dal resto del circuito - e per depositarvi una coppia e
necessario spendere una certa energia.

L’Hamiltoniana di tale sistema si dimostra essere:

H=E&.(n—n,)*— & cosd n, ¢ =i

dove n ¢ il numero di coppie che occupano l'isola, e n, = C,V/(2e) € un numero
“base” di coppie (corrispondente allo “zero dell’energia”), fissato dal potenziale V'
che alimenta il circuito. Si trova poi &, = (2¢)?/(2(C; + C,)). ¢ = i, & il secondo
numero quantico importante per il sistema, ed e detto fase del superconduttore.
Detto |n) lo stato in cui vi sono n coppie nell’isola si ha:

1
H=2£&) (n—ny)?n) (n| — 55]- > |+ 1) (n|+ |n) (n + 1]
Graficando i livelli energetici £ in funzione di n, si ottiene:
[Missing]

Figura (7.3) — Grafico dei livelli

La presenza dei termini di interazione (cos ¢) fa si che i tratti del grafico di €& non
si intersechino tra loro (avoided crossing). Si realizzano allora livelli separati che
possono essere usati come qubit.
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